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Nisi  utile  est  qiiocl  facimus,  stilila  est  gloria.  ' 
phaedbi  Fa6ute,  tir.  tv. 


Jja  benevola  accoglienza  fatta  da  questa  Accademia  e  dagli  studiosi  della 
geometria  all'  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  delle  curve  piane  (*) 
mi  ha  animato  a  tentare  1'  impresa  analoga  per  la  geometria  dello  spazio  a 
tre  dimensioni.  Naturalmente  la  materia  è  qui  molto  più  complessa  ed  il  cam- 
po senza  paragone  più  vasto  ;  onde  m'  è  uopo  chiedere  venia  delle  lacune  e 
delle  sviste,  che  pur  troppo  avverrà  al  lettore  d'  incontrare,  né    lievi  né  rade. 

Pritno  concetto  di  questo  lavoro  è  stato  quello  di  dimostrare  col  metodo 
sintetico  le  più  essenziali  proposizioni  di  alta  geometria  che  appartengono  alla 
teoria  delle  superficie  d'  ordine  qualunque,  e  sono  esposte  analiticamente  o  ap- 
pena enunciate  nelle  opere  e  nelle  memorie  di  Salmon,  Cayley,  Chasies,  Steiner, 
Clebsch, (**)  ;  e  di  connetterle  o  completarle  in  qualche  parie  coi  risul- 


(*)  Memorie  dell*  Accademia  di  Bologna,  t.  12  (prima  serie),  1862.  AW Introduzione  fanno  se- 
guilo alcune  brevi  memorie  inserite  negli  Annali  di  matematica  (pubblicati  a  Roma  dal  prof.  Tortolini), 
cioè:  Sulla  teoria  delle  coniche  (  t.  5,  p. .330)  —  Sopra  alcune  questioni  nella  teoria  delle  curve 
piane  (  t.  6,  p.  I53)  —  Sulla  teoria  delle  coniche  (t.  6,  p.  179).  Dell'  Introduzione  e  di  queste 
aggiunte  è  stata  fatta  una  traduzione  tedesca  dal  sig.  Curtze  professore  a  Tliorn  (Einleitung  in  eine 
geometrische  Theorie  der  ebcnen  Curven.  Creifswald  1865). 

(**)  Mi  sono  giovato  inoltre  dei  lavori  di  Monge,  Dcpin,  Poncelet,  Jacobi,  PlOckeb,  Hessb, 
Crassmann,  Kcmmer,  Schlaefli,  Stabdt,  Jonqcières,  LaGodrnerie,  Bellavitis,  ScbrOteb,  AdcuST, 
Painvin,  BiscHOFF,  Battaglini,  Schwarz,  Fiedleb,  ecc.  ecc. 


h 

(ali  delle  mie  proprie  ricerche.  Ma  per  dare  una  forma  decorosa  allo  scritto, 
e  per  renderlo  accessibile  ai  giovani,  ho  dovuto  convincermi  eh'  era  conve- 
niente allargare  il  disegno  e  farvi  entrare  alcune  nozioni  introduttive  che  senza 
dubbio  i  dotti  giudicheranno  troppo  note  ed  elementari.  Per  contrario  io  spero 
che  coloro  i  quali  incominciano  Io  studio  della  geometria  descrittiva,  vi  tro- 
veranno le  dottrine  che  attualmente  costituiscono  lo  stromenlo  più  efficace  per 
addentrarsi  in  quella  scienza. 


PARTE  PRIMA. 


1.  Cono  è  il  luogo  di  una  retta  (generatrice)  che  si  muova  intor- 
no ad  un  punto  fisso  o  vertice  v  secondo  una  legge  data,  p.  e,  incontrando 
sempre  una  data  linea. 

Un  cono  dicesi  dell'ordine  n  se  un  piano  condotto  ad  arbitrio  pel  ver- 
tice lo  taglia  secondo  n  rette  generatrici  (  reali,  imaginarie,  distinte,  coinci- 
denti ). 

Un  cono  dell'  ordine  n  è  incontrato  da  una  retta  arbitraria  in  n  punti, 
ed  è  tagliato  da  un  piano  ai  bitrario  secondo  una  linea  dell'  ordine  n . 

Un  cono  di  primo  ordine  è  un  piano. 

2.  Se  una  retta  R  incontra  un  cono  in  due  punti  fi,  fi'  infinitamente 
vicini^  dicesi  tangente  al  cono  in  /i .  Ogni  piano  condotto  per  R  sega  il 
cono  secondo  una  curva  tangente  ad  R  nello  stesso  punto  /i.  Viceversa,  se  R 
tocca  una  sezione  del  cono,  essa  è  langenle  anche  al  cono. 

Il  piano  condotto  per  v  e  per  la  langenle  R  conterrà  due  rette  genera- 
trici Vfi ,  Vfi'  infinilamenle  vicine;  quindi  le  relle  tangenti  al  cono  nei  diversi 
punti  di  una  slessa  retta  generatrice  u/i  giacciono  tulle  in  un  medesimo  piano. 
Questo  piano  dicesi  tangente  al  cono,  e  la  retta  vft  generatrice  di 
contatto. 

Come  due  generatrici  successive  v^i ,  va'  sono  situate  nel  piano  che  è 
tangente  lungo  t);( ,  così  due  piani  tangenti  successivi  (lungo  Vfi  e  vfi' )  si  se- 
gheranno secondo  la  generatrice  vfi' .  Dunque  il  cono  può  essere  considerato 
e  come  luogo  di  rette  (generatrici)  e  come  inviluppo  di  piani 
(  tangenti  ).    ' 

Classe  di  un  cono  è  il  numero  de'  suoi  piani  tangenti  passanti  per  un 
punto  preso  ad  arbitrio  nello  spazio,  ossia  per  una  retta  condotta  arbitraria- 
mente pel  vertice.  Un  cono  di  prima  classe  è  una  retta,  cioè  un  fascio  di 
piani  passanti  per  una  rella. 

Se  si  sega  il  cono  con  un  piano  qualunque,  si  otterrà  una  curva  o  se- 
zionCj  i  cui  punii  e  le  cui  tangenti  saranno  le  tracce  delle  generatrici  e  dei 
piani  tangenti  del  cono.  Questa  curva  è  adunque,  non  solamente  del  medesimo 
ordine,  ma  anche  della  medesima  classe  del  cono. 

3.  Alle  singolarità  della  curva  corrisponderanno  altrettante  singolarità  del 
cono  e  viceversa.  Chiamiamo  doppie  (  nodali  o  coniugate),  triple,  ..., 
cuspidali  0  stazionarie  o  di  regresso  le  generatrici  che  corrispon- 
dono ai  punii  doppi,  tripli,  ...  e  alle  cuspidi  della  sezione;  piani  bi  tan- 
genti, tritangenti^  ...,  stazionari  quei  piani  passanti  per  i;  le  cui 
tracce   sono    le    tangenti    doppie,    triple,  ...,  stazionarie   della    sezione.    Una 


{jeneratiice  doppia  sarà  V  inlersczione  di  due  falde  della  superficie  (  reali  o 
iinaginaric  )  ;  e  quando  (|iieste  siano  toccale  da  uno  slesso  piano,  la  genera- 
trice diviene  cuspidale.  Un  piano  bilangente  tocca  il  cono  lungo  due  genera- 
trici distinte;  un  piano  stazionario  lo  tocca  linigo  due  generatrici  consecutive, 
cioè  lo  sega  secondo  tre  generatrici  consecutive  (  inllessione  )' ;  ecc. 
Siano    n    1'  ordine  ed 

m    la  classe  del   cono  ; 
8    il  numero  delle  generatrici    doppie , 
X  »  »  cuspidali , 

T  ))  dei   piani  bitangcnti, 

i  »  »  stazionari. 

Siccome  questi  medesimi  numeri  esprimono  le  analoghe  singolarità  della 
curva  piana,  così  avranno  luogo  per  essi  le  formole  di  Flucker  (*) 
m=  n  (n  —  1)  —  2(^  —  3x  , 
n  =  m{m—  1)  —  2t  —  3t, 
i  =  3n(n  —  2)  —  6^—  8;c, 
x=3m(m—  2)  —  6r  —  8( , 
ima  qualunque  delle  quali  è  conseguenza  delle  altre  tre. 

4.  Le  proprietà  dei  coni  e  in  generale  delle  figure  composte  di  rette  e 
piani  passanti  per  un  punto  fisso  (  vertice  )  si  possono  dedurre  da  quelle  del- 
le curve  piane  e  delle  figuie  composte  di  punii  e  rette,  tracciale  in  un  piano 
fisso,  sia  per  mezzo  della  projezione  o  prospettiva,  sia  in  virtù  del  principio 
di  dualità.  In  quesl'  ultimo  caso  ai  punti  ed  alle  rette  della  figura  piana  cor- 
rispondono ordinataitiente  i  piani  e  le  rette  della  figura  conica. 

Aggiungiamo  qui  alcuni  enunciati  dedotti  dalla  teoria  delle  curve  piane, 
nei  quali  le  rette  e  i  piani  s'  intenderanno  passanti  per  uno  stesso  punto  fisso_, 
vertice  comune  di   lutti  i  coni  che  si  verranno  menzionando. 

Due  coni  d'ordini  n ,  n'  e  di  classi  tn  ^  m' ,  hanno  nn'  generatrici  co- 
muni ed  min'  piani  tangenti  comuni.  Se  i  due  coni  hanno  lungo  una  genera- 
trice comune  lo  stesso  piano  tangente,  essi  avranno  inoltre  nn'  —  2  generatrici 
ed  mm'  —  2   piani  tangenli  comuni. 

Un  cono  d'  ordine  o  di  classe  n   (  il  cui  vertice  sia  dato  )  è  determinato 


3)          ,...„«(»  + 3)  ^  ,       ,-    • 

—   condizioni,   l'er    rette  date    ad    arbitrio    passa    un    solo 


V      y               1  "  '"  "^"  ^'     •     •    I    •      I       1  •    ■      .  1 

cono   u   ordine  n;  ed piani  dati  ad    arbitrio    toccano    un    solo    cono 

2 

di  classe  n.   Per  le  generatrici  comuni  a  due  coni  d'ordine  n  passano  infiniti 
altri  coni  dello  slesso  ordine,  formanti    un  complesso    che  si    chiama    fascio 


(*)  Introduzione  ad  una  teoria  geometrica  delle  curve  piane,  99, 


.     ,.  (fi-l)(n-2) 
di  coni  d'  ordine  n.  Un  cono  d'  ordine  n  non  può  avere  più  di 

generatrici  doppie  (  comprese  le  stazionarie  )  senza    decomporsi    in    coni  d'  ce- 
dine inferiore  ;  ecc. 

Un  piano  condotto  ad  arbitrio  per  una  retta  fissa  segherà  un  cono  dato 
d'ordine  n  secondo  n  generatrici;  allora  il  luogo  degli  assi  armonici  (*)  di 
grado  r  del  sistema  delle  n  generatrici  rispetto  alla  retta  fissa  sarà  un  cono 
d'ordine  r  che  può  essere  denominato  cono  polare  (n  —  r)'""  della  retta 
fissa  (retta  polare)  rispetto  al  cono  dato  (cono  f  o  n  d  a  m  e  n  ta  le).  Per 
tal  modo  una  retta  dà  origine  ad  n  —  1  coni  polari  i  cui  ordini  sono  n  —  1  , 
n  —  2  ,  . .  2  ,  1  .  L'  ultimo  cono  polare  è  un  piano.  Se  il  cono  polare  (r)"'° 
di  una  retta  passa  per  un'  altra  retta,  viceversa  il  cono  polare  (n  —  r)'""  di 
questa  passa  per  la  prima.  1  coni  polari  di  una  generatrice  del  cono  fonda- 
mentale sono  tangenti  a  questo  lungo  la  generatrice  medesima.  1  coni  polari 
d'  ordine  n  —  1  delle  rette  di  un  piano  fisso  formano  un  fascio.  Le  rette  che 
sono  generatrici  doppie  di  coni  polari  d'  ordine  n  —  1  formano  un  cono 
(He  ssiano)  d'ordine  3  (n  —  2)  che  sega  il  cono  fondamentale  lungo  le 
generatrici  d'inflessione  di  questo;  ecc.   (**). 

6.  Un  cono  di  second'  ordine  è  anche  di  seconda  classe,  e  viceversa.  La 
teoria  di  questi  coni  (coni  quadrici)  è  una  conseguenza  immediata  di  quel- 
la delle  coniche  (***). 

Un  cono  quadri  co  può  essere  generalo  e  come  luogo  della  retta  interse- 
zione di  due  piani  corrispondenti  in  due  fasci  projeltivi  di  piani  (  s'  intenda 
sempre  passami  per  uno  slesso  punto  fisso  ) ,  e  come  inviluppo  del  piano  pas- 
sante per  due  raggi  corrispondenti  in  due  stelle  projetlive  (  situate  in  piani 
diversi,  ma  aventi  lo  stesso  centro  ).  Viceversa,  in  un  cono  quadrico,  i  piani 
che  passano  per  una  stessa  generatrice  variabile  e  rispettivamente  per  due 
generatrici  fisse,  generano  due  fasci  projettivi  ;  ed  un  piano  tangente  variabile 
sega  due  piani  tangenti  fissi  secondo  ielle  formanti  due  stelle  projetlive  (****). 
Rispello  ad  un  cono  quadrico  fondamenlale,  ogni  retta  ha  il  suo  piano 
polare^  e  viceversa  ogni  piano  ha  la  sua  retta  polare.  Se  una  retta  si  muove 
in  un  piano  fisso,  il  piano  polare  di  quella  ruota  intorno  alla  retta  polare  del 
piano  fisso,  e  viceversa. 

Chiamansi  coniugate  due  rette  tali  che  1' una  giaccia  nel  piano  polare 
dell'altra;  e  coniugati  due  piani  ciascun  de' quali  contenga  la  retta  po- 
lare dell'  altro.  Due  rette  coniugale  formano  sistema  armonico  colle  generatrici 
del  cono  fondamentale  contenute  nel  loro  piano;  e  l'angolo  di  due  piani 
coniugati  è  diviso  armonicamente  dai  piani  tangenti  al  cono  che  passano  per 
la  retta  comune  a  quelli. 

Un  triedro  dicesi  coniugato  ad  un  cono  quadrico  quando  ciascuno  spi- 
golo di  quello  ha  per  piano  polare  la  faccia  opposta.  Due  triedri  coniugati 
ad  un  cono  sono  inscritti  in    un    altro    cono   e    circoscritti  ad  un  terzo  cono. 


(*)  Introd.  19,  68. 
(**)  Introd.  art.  xni  e  XV. 
(***!   Introd.  ari.  XI  e  XVIII. 

(****)  Chjsles  M<'moire  de  geometrie  pure  sur  les  propriétés  gMérates  des  cónes  du  second 
degré  (  Nouveaux  Mémoires  de  l'Acati,  de  Bruxelles,  t.  6;  1830). 


Se  un  cono  è  ciicoseritlo  ad  un  triedro  coniugato  ad  un  altro  cono,  viceversa 
questo  è  inscritto  in  un  triedro  coniugato  al  primo  cono.  Due  coni  hanno  un 
triedro  coniugato  comune,  le  cui  facce  sono  i  piani  diagonali  del  tetraedro  com- 
pleto l'ormato  dai  piani  tangenti  comuni  ai  due  coui^  ed  i  cui  spigoli  sono  le 
intersezioni  delle  co|)pie  di  piani  opposti  che  passano  per  le  generatrici  co- 
muni ai  due  coni  medesimi  ;  ecc. 

Un  cono  di  second'  ordine  avente  una  retta  doppia  è  il  sistema  di  due 
piani  passami  per  quella  retta.  Un  cono  di  seconda  classe  avente  un  piano 
bitangente  è  il  sistema  di  due  rette  poste  in  quel  piano. 

1  coni  quadrici  soggetti  a  tre  condizioni  cominii,  tali  che  ciascun  cono 
sia  determinato  in  modo  unico  da  due  rette,  formano  un  complesso  che  può 
chiamarsi  rete.  In  una  rete  di  coni  quadrici,  ve  ne  sono  infiniti  che  si  de- 
compongono in  coppie  di  piani,  ossia  che  sono  dotati  di  una  retta  doppia  ; 
1'  inviluppo  di  questi  piani  è  un  cono  di  terza  classe  e  il  luogo  delle  rette 
doppie  è  un  cono  di  terz'  ordine;  ecc.   (*). 

Svilnppabili  e  car«'e  gobbe. 

6.  Consideriamo  una  curva  come  il  luogo  di  tutte  le  posizioni  di  un 
punto  che  si  muova  continuamente  nello  spazio  secondo  una  tal  legge  che  un 
piano  arbitrario  non  contenga  che  un  sistema  discreto  di  posizioni  del  mobile  (**). 
La  curva  è  gobba  quando  quattro  punti  qualisivogliano  di  essa  non 
siano  in  uno  stesso  piano. 

La  curva  dicesi  dell'  ordine  n  quando  un  piano  arbitrario  la  incontra 
in  n  punti  (  reali,  imaginari,  distinti,  coincidenti  ).  Segue  da  questa  definizione 
che  una  curva  gobba  è  almeno  del  terz'  ordine. 

La  retta  che  unisce  il  punto  ^  della  curva  al  punto  consecutivo  (j!  (  infi- 
nitamente vicino)  dicesi  tangente  alla  curva  in  fi.  Ogni  piano  passante 
per  la  retta  ;//<'  dicesi  anch'esso  tangente  alla  curva  in  ^ ,  e  non  può 
incontrare  altrove  la  curva  in   più  di  n  —  2  punti. 

Classe  di  una  curva  gobba  è  il  numero  de' suoi  piani  tangenti  che  pas- 
sano per  una  reità  arbitraria,  ossia  il  numero  delle  sue  rette  tangenti  incon- 
trate dalla  retta  arbitraria. 

Siano  fi,  fi',  fi",  fi'" punti    consecutivi  (  infinitaraenle  vicini)  della 

curva.  Le  rette  tangenti  consecutive  ftfi',  fi'fi"  hanno  il  punto  comune  fi',  e 
determinano  un  piano  fifi'fi"  che ,  avendo  un  conlatto  tripunto  colla  curva, 
dicesi  osculatore  in  fi.  Due  piani  osculatori  consecutivi  fift'fi" ,  fi'fi'i^" 
si  segano  secondo  la  tangente  fi'fi",  e  tre  piani  osculatori  consecutivi  fifi'fi", 
fi'fi'fi",  fi." fi'" fi""  si  segano  nel   punto  fi"   della  curva. 

Ossia:  un  punto  della  curva  è  determinato    da    due    tangenti    consecutive 


(*)  A  scanso  d'equivoci  ripeto  die  negli  ennnciali  di  questo  rumerò  come  in  quelli  del  precedente, 
i  coni  de' quali  si  fa  parola  hanno  lo  slesso  vertice,  pel  quale  passano  tulle  le  rclle  e  luti' i  piani  ivi 
considerati. 

(**)  Ciot!  in  modo  che  tutte  le  successive  posizioni  del  punto  mobile  dipendano  dalla  variazione  di 
un  solo  parametro;  onde  una  curva  potrà  dirsi  una  serie  semplicemente  infinita  di 
punti. 


0  da  tre  piani  osciilalori  consecutivi;  una  tangente  è  determinala  da  due  pun- 
ti consecutivi  o  da  due  piani  osculatoli  consecutivi;  ed  un  piano  osculatore 
è  determinalo  da  tre  punii  consecutivi  o  da  due  tangenli  consecutive. 

7.  Dicesi  sviluppabile  il  luogo  delle  tangenli  alla  curva;  le  tangenti 
sono  le  generatrici  della  sviluppabile.  Ordine  della  sviluppabile  è  il 
numero  de'  punti  in  cui  essa  è  incontrala  da  una  retta  arbitraria,  epperò  que- 
sto numero  è  eguale  alla  classe  della  curva.  Il  piano  ^ft';'^",  osculatore  alla 
curva  in  /i,  dicesi  tangente  alla  sviluppabile  lungo  la  genera- 
trice fi^'j  perchè  contiene  le  due  generatrici  consecutive  ^;ì',  i^'^t.",  onde 
ogni  retta  condotta  nel  piano  è  langenle  alla  sviluppabile  (  cioè  la  incontra  in 
due  punti  inlìnilamenle  vicini  )  in  un  punto  della  generatrice  di  contatto 
ftfi' ;  e  reciprocamente  ogni  retta  tangente  alla  sviluppabile  in  un  punto  di 
questa  generatrice  è  situala  nel  detto  piano.  Come  ogni  piano  tangente  della 
sviluppabile  contiene  due  generatrici  conseculive,  così  ciascuna  generatrice  è 
situala  in  due  piani  tangenti  consecutivi;  dunque  la  sviluppabile  è  ad  un  tem- 
po il  luogo  delle  tangenti  della  curva  e  l'inviluppo  dei  piani 
oscula  lori   della  medesima. 

Abbiamo  dedotlo  la  nozione  di  sviluppabile  da  quella  di  curva,  ma 
possiamo  invece  ricavare  la  curva  dalla  sviluppabile.  Imagiiiiamo  un  piano  che  si 
muova  continuamente  nello  spazio,  secondo  una  lai  legge  che  per  un  punto  arbi- 
trariamente preso  non  passi  che  un  sistema  discreto  di  posizioni  del  piano 
mobile  (*).  L'  inviluppo  delle  posizioni  del  piano  mobile,  ossia  il  luogo  della 
reità  secondo  la  q;iale  si  segano  due  posizioni  successive  di  quello,  è  ciò  che 
si  chiama  una  sviluppabile  (**). 

Siano  }c ,  Tc',  n",  n" ....  posizioni  successive  del  piano  mobile.  Il  piano 
n'  contiene  le  due  relle  conseculive  jcn' ,  tc' ti." .  I  tre  piani  conseculivi  :i- ,  n  ,  n'' 
si  segheranno  in  un  punto,  luogo  del  quale  sarà  una  certa  curva  situala  nel- 
la sviluppabile.  11  punto  Ttn'n"  giace  nelle  due  generatrici  consecutive  TiJt' , 
n'n",  e  viceversa  la  generatrice  n'ir''  conliene  i  due  punti  consecutivi  nnn'  , 
ìin'ii"  della  curva;  dunque  le  generatrici  della  sviluppabile  sono  tangenti 
alla  curva.  Il  piano  n'  conliene  i  Ire  punii  consecutivi  jtTi'n" ,  n'%  n'  , 
7i"n"'}i""  ;  dunque  i  piani  tangenti  della  sviluppabile  sono  osculatori  alla 
curva. 

Classe  della  sviluppabile  è  il  numero  de' suoi  piani  langenli  che  pas- 
sano per  un  punlo  arbitrario  dello  spazio. 

8.  Quando  il  punlo  generatore  della  curva  passa  due  volle  per  una  me- 
desima posizione,  in  questa  s'  incroceranno  due  rami  (  reali  o  imaginari  )  for- 
mando un  punto  doppio  (nodo  o  punlo  coniugato).  S' indichino  con  aeb 
le  due  posizioni  del  mobile  che  sovrapponendosi  formano  il  punto  doppio; 
con  a',  a",...  i  punii  consecutivi  ad  a  nel  primo  ramo^  e  con  b' ,  b",...  i 
punti  consecutivi  a  b  nel  secondo  ramo  della  curva.  Saranno  aa',  66'  le  rette 
tangenli    ed  aàa",  bb'b"    i    piani    osculatori    ai    due    rami    nel    punlo    doppio. 


(*)  Cioè  in  mudo  die  tutte  le  posizioni  del  pi:ino  mobile  dipendano  dalla  variazione 
parametro  ;  onde  una  sviluppabile  è  una  serie  semplicemente  infinita  di  piani 
lOStituisrono  un  caso  particolare. 

(**)  MoNCE  Application  de  V  analyse  à  la  geometrie  §  XU. 
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Il  quale  lieti  liioj^o  di  (inatlio  intersezioni  cJella  curva  con  ciascuno  de'  piani 
osculatori  anzidelli  e  col  piano  delle  due  tangenti;  di  tre  intersezioni  con  ogni 
altro  piano  che  passi  per  una  delle  due  tangenti  ;  e  di  due  sole  con  qualun- 
que altro  piano  passante  pel  punto  medesimo. 

Quando  le  due  tangenti  (  epperò  anche  i  due  piani  osculatori  )  coincidono, 
si  ha  una  cuspide,  che  dicesi  anche  punto  stazionario,  perchè  ìtì 
si  segano  tre  tangenti  consecutive  (*)  ossia  quattro  piani  osculatori  conse- 
cutivi. 

Analogamente  si  potrebbero  considerare  punti  tripli,  quadrupli^  . . . ,  ne' 
([uali  le  tangenti  siano  distinte,  ovvero  tutte  o  in   parte  coincidenti;  ecc. 

Come  la  curva  può  avere  punti  singolari,  così  la  sviluppabile  potrà  es- 
sere dotata  di  piani  tangenti  singolari.  Un  piano  dicesi  bi  tangente  quando 
tocca  la  sviluppabile  lungo  due  generatrici  distinte,  ossia  oscula  la  curva  in 
due  punti  distinti;  stazionario  quando  tocca  la  sviluppabile  lungo  due  ge- 
neratrici consecutive,  ossia  ha  un   contatto  quadripunto  colla  curva;  ecc. 

La  curva  e  la  superficie  possono  avere  altre  singolarità  più  elevate  che 
per  ora  non   si  vogliono  considerare. 

9.  Seghiamo  la  sviluppabile  con  un  piano  P  ;  la  sezione  che  ne  risulta 
sarà  una  curva  dello  stesso  ordine  della  sviluppabile;  i  punti  della  quale  sa- 
ranno le  tracce  delle  generatrici,  e  le  tangenti  le  tracce  dei  piani  tangenti,  per- 
chè, come  si  è  già  osservato,  ogni  retta  condotta  in  un  piano  tangente  alla 
sviluppabile  è  tangente  a  questa  medesima.  Ne  segue  che  anche  la  classe  del- 
la sezione  coinciderà  colla  classe  della  sviluppabile:  infatti  le  tangenti  che  le 
si  possono  condurre  da  un  punto  qualiuKjue  del  suo  piano  sono  le  tracce  dei 
piani  che  dallo  stesso  punto  vanno  a  toccare  la  sviluppabile.  Le  tangenti  dop- 
pie della  sezione  saranno  (  oltre  le  tracce  dei  piani  bitangenti  )  quelle  rette 
del  piano  P  per  le  quali  passano  due  piani  tangenti;  e  le  tangenti  stazionarie 
saranno  le  tracce  dei  piani  stazionari. 

Ogni  punto  ;ì  della  curva  gobba  (  le  cui  tangenti  sono  le  generatrici  del- 
la sviluppabile)  situato  nel  piano  P  sarà  una  cuspide  per  la  sezione;  in- 
fatti, essendo  quel  punto  1'  intersezione  di  tre  piani  tangenti  consecutivi,  in 
esso  si  segheranno  tre  tangenti  consecutive  della  sezione.  A  cagione  di  questa 
proprietà  si  dà  alla  curva  gobba  il  nome  di  spigolo  di  regresso  o  curva 
cuspidale  della  sviluppabile.  Viceversa  dicesi  sviluppabile  oscula- 
trice  di  una  curva  gobba  l'inviluppo  dei  suoi  piani  osculatori. 

Le  rette  condotte  ad  arbitrio  pel  punto  fi  nel  piano  P  incontrano  ivi  la 
sezione  in  due  punti  coincidenti  ;  ma  vi  è  una  retta,  la  tangente  cuspidale 
(cioè  la  traccia  del  piano  osculatore  alla  curva  gobba  in  j[i),per  la  quale  il 
punto  ft  rappresenta  tre  intersezioni  riunite.  Dunque  una  retta  condotta  ad 
arbitrio  per  im  punto  della  curva  cuspidale  incontra  ivi  la  sviluppabile  in  due 
punti  coincidenti;  ma  fra  quelle  rette  ve  ne  sono  infinite  per  le  quali  quel 
punto  rappresenta  un  contatto  tripunto,  ed  il  luogo  delle  medesime  è  il  piano 
che  in  quel  punto  oscula  la  curva. 

Se  due  generatrici  non  consecutive  si  segano  sul  piano  P^  il  punto  d' in- 


*)  Introd.  30. 
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contro  sarà  un  punto  doppio  per  ia  sezione^  perchè  questa  sarà  ivi  toccata 
dalle  tracce  dei  due  piani  che  toccano  la  sviluppabile  lungo  quelle  generatrici. 
Queste  tracce  sono  le  sole  rette  che  in  quel  punto  abbiano  un  contatto  tri- 
punto  colla  sezione,  mentre  ogni  altra  retta  condotta  nel  piano  P  per  lo  stesso 
punto  incontrerà  ivi  la  sezione  medesima  in  due  punti  coincidenti.  Tutti  i  pun- 
ti analoghi,  intersezioni  di  due  generatrici  non  consecutive^  formano  sulla  svi- 
luppabile una  curva  che,  a  cagione  della  proprietà  or  notata,  ciiiamasi  la 
curva  doppia  o  la  curva  nodale  della  sviluppabile.  La  tangente  alla 
curva  doppia  in  un  suo  punto  qualunque  è  evidentemente  la  retta  intersezione 
dei  due  piani  che  in  quel  punto  toccano  la  sviluppabile. 

Dunque  una  retta  condotta  ad  arbitrio  per  un  punto  della  curva  doppia 
incontra  ivi  la  sviluppabile  in  due  punti  coincidenti  ;  ma  fra  le  rette  analoghe 
ve  ne  sono  infinite  per  le  quali  quel  punto  rappresenta  tre  intersezioni  riunite, 
e  il  luogo  di  esse  è  costituito  dai  due  piani  che  toccano  la  sviluppabile  lungo 
le  generatrici  incrociate  in  quel  medesimo  punto. 

Invece,  come  già  si  è  notato,  le  rette  che  toccano  la  sviluppabile  in  un 
punto  ordinario  sono  tutte  situale  in  un  solo  piano  (  il  piano  tangente  lungo 
I'  unica  generatrice  cha  passa  per  quel  punto  )  ed  hanno  colla  sviluppabile  un 
contatto  bipunto. 

10.  Siano  ora 

n  l'ordine  della  curva  gobba  data, 
m  la  classe  della  sviluppabile  osculatrice, 

r  I'  ordine  di  questa  sviluppabile  ossia  la  classe  della  curva  gobba  ; 
g  il  numero  delle    rette    situale    in    un    piano  P   (  qualsivoglia  )  per 
ciascuna  delle  quali  passano  due  piani  tangenti    della    sviluppa- 
bile: aggiuntovi  il  numero  dei  piani  bitangenli^  se  ve  ne  sono; 
X  il  numero  dei  punti  del  piano   P  per    ciascuno    de'  quali    passano 
due  generatrici    della    sviluppabile,  ossia    1'  ordine    della    curva 
doppia  ;  ed 
a  i!  numero  dei  piani  stazionari. 
Allora  la  sezione  fatta  dal  piano  P  nella    sviluppabile    sarà    una    curva    d'  or- 
dine   r,    di    classe    m,    dotata    di   x    punti    doppi,    n    cuspidi,    g    tangenti 
doppie    ed    a    inflessioni  ;    dunque  ,    in    virtù    delle     forraole    di    Plucker  , 
avremo  : 

m=  r  (r  —  1)  —  2a;  —  3n, 
r=  m(m  —  1)  —  2g  —  3», 
a  =  3r  (r—2)—6x—8n, 
n  =  3m  (»n  —  2)  —  63  —  8a . 

11.  Si  assuma  un  punto  arbitrario  0  dello  spazio  come  vertice  di  un 
cono  passante  per  la  data  curva  gobba  (cono  prospettivo).  Le  genera- 
trici di  questo  cono  saranno  le  rette  che  dal  punto  o  vanno  ai  punti  della 
curva,  ed  i  piani  tangenti  del  cono  saranno  i  piani  passanti  pel  vertice  e  per 
le  tangenti  della  curva.  Un  piano  condotto  per  0  segherà  il  cono  secondo 
tante  generatrici  quanti  sono  i  punti  della  curva  situali  nello  stesso  piano; 
dunque  1'  ordine  del  cono  è  eguale  all'  ordine  della  curva.  Per  un  punto  qua- 
lunque 0'  delio  spazio  passeranno  tanti  piani  tangenti  del  cono  quante  sono 
le  tangenti  della  curva  incontrate  dalla  retta  00';  dunque  la  classe  del  cono 
è  eguale  alla  classe  della  curva  ossia  all'  ordine  della  sviluppabile  osculatrice. 
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Saranno  gt-neralrici  doppie  del  cono  le  ielle  congiungenti  il  punto  o  ai  pun- 
ti doppi  della  curva  ed  anche  le  rette  passanti  per  o  ed  appoggiate  in  due  punti 
distinti  alla  curva,  perchè  in  entrambi  i  casi  il  cono  avrà  due  piani  tangenti 
lungo  una  stessa  generatrice.  Saranno  poi  generatrici  cuspidali  del  cono  le 
rette  congiungenti  il  vertice  o  alle  cuspidi  della  curva. 

Se  un  piano  passante  per  o  6  osculatore  alla  curva,  esso  sarà  stazionario 
pel  cono,  perchè  ne  contiene  tre  generatrici  consecutive.  Condotta  ad  arbitrio  per 
0  una  retta  nel  piano  stazionario,  questo  conta  per  due  fra  gli  r  piani  che 
passano  per  la  retta  e  toccano  il  cono  ;  ma  vi  è  una  retta,  la  generatrice  di 
contatto  del  piano  stazionario,  per  la  quale  questo  piano  conterà  per  tre  (*). 
Dunque  se  in  un  piano  osculatore  della  curva  conduciamo  una  retta  arbitra- 
ria, fra  i  piani  che  per  questa  si  possono  condurre  a  toccare  la  curva  il  pia- 
no osculatore  conta  per  due:  ma  vi  sono  infinite  rette  per  le  quali  il  piano 
osculatore  conta  per  ire,  e  tutte  queste  rette  passano  pel  punto  di  oscu- 
lazione. 

Se  un  piano  passante  per  o  tocca  la  curva  in  due  punti  distinti  (i,  v, 
esso  toccherà  il  cono  lungo  due  generatrici  o^,  ov,  epperò  sarà  un  piano  bi- 
tangeute  del  cono.  11  piano  bilangente  conta  per  due  fra  i  piani  che  toccano 
il  cono  e  passano  per  una  retta  condotta  ad  arbitrio  per  o  nello  stesso  piano 
bilangente;  conta  invece  per  tre,  se  la  retta  è  una  delle  due  generatrici  di 
contatto.  Dunque,  se  in  un  piano  bilangente  della  curva  gobba  si  tira  una  ret- 
ta arbitraria,  quel  piano  conta  per  due  fra  i  piani  che  passano  per  questa 
retta  e  toccano  la  curva;  ma  conta  per  ire  per  le  infinite  rette  che  si  pos- 
sono condurre  nel  detto  piuno  per  V  uno  o  jier  1'  altro  de'  punti  di  contatto. 
Tulli  i  piani  analoghi,  ciascun  de'  quali  tocca  la  curva  gobba  in  due 
punti  ossia  contiene  due  tangenti  non  consecutive,  inviluppano  (7)  una  svilup- 
pabile che  dicesi  doppiamente  circoscritta  o  bilangente  alla  cur- 
va. Uno  qualimque  di  quei  piani  tocca  questa  sviluppabile  secondo  la  retta 
che  unisce  i  due  punti  di  contatto  di  quel  piano  colla  curva  data. 
12.   Se  adunque  si  indic^  con 

h  il  numero    delle  relte  che  da  un  punto  (  arbitrario  )  o  si  possono 
condurre  a  incontrare  due  volte  la   curva    gobba    data,  aggiun- 
tovi  il  numero  de' punti  doppi    di   questa:   o  in  altre  parole  il 
numero  de' punii  doppi  apparenti  ed  attuali  della  curva; 
y  il  numero  dei  piani  che  passano  per  o  e  contengono  due  tangenti 
non  consecutive  della  curva,  ossia    la   classe    della    sviluppabile 
bilangente;  e  con 
i?  il  numero  delle  cuspidi  della   curva  ; 
il  cono  prospettivo  di  vertice  o  sarà  dell'ordine  n,  della  classe  r,  ed  avrà  h 
generatrici  doppie,  /?  generatrici  slazionarie_,  y  piani  bitangenti  ed  m  piani  sta- 
zionari. Dunque   avremo  (3) 

r  =  n  (h-  1)-2A-3|?, 
11=  r  (r  —  1)  —  2j/ —  3m, 
m  =  3n  (n  -  2)  -  6/i  -  8^  , 
,9  =  3r  (r  —  2)  —  6t/ —  8m  , 


(*)  Il  clic  si  ricava  dalle  analoghe  proprietà  delle  curve  piane,  Introd.  31. 
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Le  sei  equazioni    che    precedono    sono    dovute    ai   sig.  Cayley  (*).   Per  mezzo 
di  esse,  o  di  altre  che  se  ne  possono  dedurre,  come  p.  e.  le  seguenti 
a  —  ^  =  2(m  —  n), 
X  —  y  ^  m  —  n, 
1>(g-h)  =  (m-n){m-^-n-7), 
ogniqualvolta  si  conoscano  tre  delle  nove  quantità 

n,  m,  r ,  a  ,  /?,  g ,  h,  x ,  y , 
si  potranno  determinare  le  altre  sei. 

Le  cose  qui  esposte  mostrano  che  lo  studio    delle    curve    gobbe  non  può 
essere  disgiunto  da  quello  delle  sviluppabili.  Si  può  dire  che   una  sviluppabile 
colla    sua    curva  cuspidale  forma    un    sistema    unico  nel  quale    sono  a  con- 
siderare punti  (  i  punti  della  curva  ),  rette  (  le  tangenti    della    curva    ossia    le 
generatrici    della    sviluppabile  )   e    piani  (  i  piani    tangenti    della    sviluppabile  ). 
Del  resto^  come  le  proprietà  dei  coni  si    ricavano  col    principio  di  dualità  da 
quelle  delle  curve  piane,  così  lo  stesso    principio    serve  a   mettere    in   correla- 
zione le  curve  gobbe  e  le  sviluppabili  (  che  non  siano  coni  )_,  ossia  a  dedurre 
dalle  proprietà  di  un  sistema  le  cui  caratteristiche  siano 
n,  m,  r,  «,  §,  g,  h,  x,  y  , 
quelle  del  sistema  (  reciproco  )  avente  le  caratteristiche 
m,  n,  r  ,  ^ ,  a,  h  ,  g ,  y  ,  x  . 

13.  Abbiamo  veduto  come  si  determinano  le  caratteristiche  del  cono  pro- 
spettivo alla  curva  gobba  e  di  una  sezione  della  sviluppabile,  quando  il  vertice 
del  cono  ed  il  piano  segante  sono  affatto  arbitrari.  In  modo  analogo  si  pro- 
cederebbe se  quel  punto  o  quel  piano  avessero  una  posizione  particolare.  Dia- 
mo qui  alcuni  esempi. 

Se  il  piano  segante  passa  per  una  retta  r  del  sistema,  la  sezione  sarà 
composta  di  questa  e  di  una  curva  d'ordine  r  — 1.  La  classe  di  questa  cur- 
va sarà  m  come  nel  caso  generale;  ed  n  —  2  il  numero  delle  cuspidi  perchè 
il  piano  segante,  essendo  tangente  alla  curva  cuspidale,  la  incontrerà  in  altri 
n  — 2  punti.  Le  formole  di  Plucker  c'insegnano  poi  che  la  curva-sezione 
ha  a -H  1  flessi,  g  —  l  tangenti  doppie  ed  x  ~  r -\- 4  punti  doppi.  Abbiamo 
un  flesso  di  più  che  nel  caso  generale ,  e  questo  nuovo  flesso  è  il  punto  fi  ove 
la  retta  t  tocca  la  curva  cuspidale.  Che  in  [i  la  retta  t  tocchi  la  curva- 
-sezione  risulta  da  ciò  che  ^  dev'  essere  una  cuspide  per  la  sezione  completa. 
Siccome  poi  rèi'  intersezione  di  due  piani  consecutivi  del  sistema,  così  per 
un  punto  qualunque  di  t  non  passano  che  m  —  2  tangenti  della  curva-sezione, 
e  per  ji  non  ne  passano  che  m  —  3  (  oltre  a  r  );  dunque  r  è  una  tangente 
stazionaria  per  la  curva  medesima.  Nel  caso  attuale  la  sezione  non  ha  che 
X  —  r  -h  4  punti  doppi,  mentre  la  curva  doppia  deve  avere  x  punti  nel  pia- 
no segante;  gli  altri  r  — 4  punti  saranno  le  intersezioni  della  retta  t  colla 
curva-sezione  ;  dunque  una  generatrice  qualunque  di  una  sviluppabile  d'  ordine 
r  incontra  altre  r  —  4  generatrici  non  consecutive. 


Mémoire  sur  les  courbes  à  doublé  courbure  et  les  surfaces  dévetoppabks  (C.  di  Lioiiviiie 
1845). 


Se  il  piano  tangente  è  uno  dei  piani  n  del  sistema,  la  sezione  sarà  com- 
posta di  una  iella  r  (  la  generatrice  di  contano  del  piano  n  colla  sviluppa- 
bile )  coniala  due  voile  e  di  una  curva  il  cui  ordine  sarà  r  —  2  .  Per  un 
punto  qualunque  del  piano  passeranno  altri  m — 1  piani  del  sistema,  dun- 
que la  sezione  è  della  classe  m  —  1  •  il  piano  oscula  la  curva  cuspidale 
e  la  sega  in  altri  n  — 3  punti;  dunque  la  sezione  avrà  n  — 3  cuspidi. 
Dalie  formole  di  Plucker  si  ricava  poi  che  questa  curva  possiede  a  fles- 
si, (jf  —  m  -+-  2  langenli  doppie  ed  x  —  2r  -t-  8  punti  doppi.  Nel  caso  che  si 
considera,  il  punto  /t,  in  cui  il  piano  n  oscula  la  curva  cuspidale,  non  è  più 
un  flesso  per  la  curva-sezione,  ma  un  punto  di  semplice  conlatto  colla  retta  t; 
perchè  ora  il  numerò  m  —  2  delle  tangenti  che  da  un  punto  di  r  si  possono 
condurre  (  olire  a  r  )  alla  curva  non  è  inferiore  che  di  un'  unità  alia  classe 
di  questa.  La  sezione  ha  a;  —  2r -t- 8  punti  doppi;  altri  r  — 4  punti  della 
curva  doppia  sono  le  intersezioni  della  retta  z  colla  curva-sezione,  ma  ciascun 
di  essi  conta  come  due  punti  doppi  della  sezione  completa,  perchè  questa 
comprende  in  sé  due  volle  la  reità  t.  Dunque  in  questi  r  —  4  punti  la  curva 
doppia  è  toccata  dal  piano  n.  Ossia,  ogni  piano  del  sistema  contiene  r — 4 
tangenti  della  curva  doppia,  e  i  punii  di  contatto  sono  nella  retta  del  sistema, 
posta   in  quel  piano   (*). 

Se  il  piano  segante  n  è  uno  de'  piani  stazionari  del  sistema,  la  retta  x 
rappresenta  nella  sezione  tre  rette  coincidenti,  onde  avremo  inoltre  una  curva 
d'  ordine  r  —  3  .  Questa  sarà  della  classe  wi  —  2  ,  perchè  un  piano  stazionario 
rappresenta  due  piani  consecutivi  del  sistema,  onde  per  ogni  punto  di  esso 
non  passeranno  che  m  —  2  altri  piani.  Il  piano  n,  avendo  un  contatto  qua- 
dripunlo  colla  curva  cuspidale^  la  segherà  in  altri  n  —  4  punti,  cioè  la  curva- 
-sezione  avrà  n  —  4  cuspidi.  Dalle  formole  di  Plucker  si  ha  poi  che  questa 
curva  possiede  a—  1  flessi,  g -t- 2n  —  6  tangenti  doppie  ed  a;  —  3r -»- 13 
punii  doppi.  La  medesima  curva  è  incontrata  dalla  retta  t,  che  la  tocca  nel 
punto  // ,  in  altri  r  — 5  punti^  ciascun  de' quali  conta  Ire  volle  fra  i  punti 
doppi  della  sezione  completa,  perchè  la  retta  t  conia  come  tre  rette  ili  questa 
sezione.  Dunque  ciascun  piano  stazionario  oscula  la  curva  doppia  in  r  —  5 
punti,  situati  nella  retta  del  sistema  che  è  in  quel  piano.  Anche  il  punto  yb 
appartiene  alla  curva  doppia,  perchè  in  esso  si  segano  tre  rette  consecutive 
del  sistema,  sicché,  riguardato  come  intersezione  della  prima  colla  terza  tan- 
gente, quel  punto  dee  giacere  nella  curva  doppia.  In  questo  punto  la  curva 
doppia  è  toccala  del  piano  n,  come  risulta  da  un'osservazione  fatta  superior- 
mente. Dunque  i  punii  in  cui  la  curva  cuspidale  è  toccata  dai  piani  stazionari 
appartengono  anche  alla  curva  doppia,  la  quale  è  ivi  toccata  dai  piani  mede- 
simi (**). 


(*)  Grò  risilUa  anche  dall' osscivazioiic  che  in  un  suo  punto  qualunque  la  curva  doppia  ha  per  tan- 
gente la  retta  comune  ai  due  piani  che  in  quel  punto  toccano  la  sviluppabile.  Donde  si  scorge  inoltre  che 
le  r — 4  tangenti  menzionate  della  curva  doppia  sono  anche  tangenti  alla  curva-sezione  d'ordine  r  —  2. 

(**)  Vi  sono  altri  punti  comuni  alla  curva  cuspidale  ed  alla  curva  doppia,  oltre  ai  punti  ove  la 
prima  è  os-ulala  dai  piani  stazionari.  I  punti  stazionari  della  curva  cuspidale  sono  situati  anche  nella 
curva  doppia,  percht  in  ciascun  ili  quelli  si  segano  tre  rette  cniiseculivc  del  sistema.  Inoltre  se  la  tan- 
gente alla  curva  cuspidale  in  un  punto  va  ad  incontrare  la  stessa  curva  in  un  altro  punto  non  consecu- 
tivo, questo  sarh  un  punto  stazionario  della  curva  doppia,  perchè  io  esso  due  rette  consecutive  del  si- 
stema sono  segate  da  una  terza  retta  non  consecutiva. 


Analogamente  possiamo  determinare  le  caratteristiche  dei  coni  prospettivi, 
ovvero  possiamo  dedurle  dalle  precedenti  per  mezzo  del  principio  di  dualità. 
Ci  limiteremo  ad  enunciare  i  risultati. 

Se  il  vertice  è  preso  sopra  una  retta  del  sistema,  il  cono  prospettivo  è 
dell'  ordine  n,  della  classe  r  —  1  ,  ha  ni  —  2  generatrici  di  flesso,  f?  -H  1  ge- 
neratrici cuspidali^  y  —  r  -H  4  piani  bitangenti  ed  h  —  1  generatrici  doppie. 
Donde  si  vede  che  una  tangente  della  data  curva  gobba  è  una  generatrice  cu- 
spidale pel  cono  prospettivo  che  ha  il  vertice  in  un   punto  di  quella  retta. 

Se  il  vertice  è  un  punto  del  sistema,  il  cono  prospettivo  è  delT  ordine 
n  —  1  ,  della  classe  r  —  2 ,  ha  m  —  3  generatrici  di  flesso,  (?  generatrici  cu- 
spidali^ y  —  2r  -H  8  piani  bitangenti  ed  li  —  m  -t-  2  generatrici  doppie.  Di  qni 
s'  inferisce  che  in  un  punto  qualunque  della  data  curva  gobba  s'  incrociano 
r  —  4  generatrici  della  sviluppabile  bitangenic,  e  i  relativi  piani  tangenti  pas- 
sano per  la  retta  che  in  quel  punto  tocca  la  curva  data.  Quelle  r  —  4  ge- 
neratrici sono  anche  situate  nel  cono  prospettivo  che  ha  il  vertice  nel  pun- 
to che  si  considera. 

Se  il  vertice  è  un  punto  stazionario  (*)  del  sistema,  il  co'no  prospettivo 
è  dell'ordine  n  — 2,  della  classe  r  — 3,  ha  m— 4  generatrici  di  flesso, 
^—  1  generatrici  cuspidali,  y— 3r-Hl3  piani  bitangenti  ed  h  —  2m -h  6 
generatrici  doppie.  Quindi  si  trova  che  una  cuspide  della  curva  gobba  data  è 
un  punto  multiplo  secondo  il  numero  r  —  5  per  lo  spigolo  di  regresso  della 
sviluppabile  bitangente  e  i  corrispondenti  r  —  6  piani  tangenti  di  questa  svi- 
luppabile passano  per  la  tangente  cuspidale  della  curva  data.  Questa  sviluppa- 
bile è  toccata  anche  dai  piani  osculatori  della  curva  data  nelle  cuspidi. 

14.  Per  dare  un  esempio,  supponiamo  di  avere  una  sviluppabile  della 
classe  m,  i  cui  piani  tangenti  corrispondano  projellivamente_,  ciascuno  a  ciascuno, 
ai  punti  di  una  retta  ,4  .  Di  quale  ordine  sarà  questa  sviluppabile  ?  Assunta  una 
retta  arbitraria  fl,  per  un  punto  qualunque  o  di  essa  passeranno  m  piani  tan- 
genti, ai  quali  corrisponderà  un  gruppo  di  in  punti  d  in  A  .  "Viceversa,  assun- 
to un  punto  ^  in  ^ ,  a  questo  corrisponderà  un  piano  tangente  che  segherà  R 
in  un  punto  o;  e  gli  altri  m  —  l  piani  tangenti  passanti  per  o  determineranno 
gli  altri  m  —  1  punti  del  gruppo  in  4  .  Ne  segue  che  variando  il  punto  o  in  R, 
il  gruppo  dei  punti  d  genererà  in  A  un'involuzione  di  gradoni^  projettiva  alla 
semplice  punteggiata  formata  dai  punti  o  (**).  Quell'involuzione  ha  2(m — I) 
punti  doppi;  cioè  2(m  —  1)  gruppi  ciascun  de'quali  contiene  due  punti  d  coin- 
cidenti. Ad  uno  qualunque  di  questi  gruppi  corrisponderà  in  R  un  punto  pel 
quale  due  degli  m  piani  tangenti  coincideranno,  cioè  un  punto  che  apparterrà 
0  ad  un  piano  stazionario,  o  all'  intersezione  di  due  piani  tangenti  consecutivi 
cioè  alla  sviluppabile.  Avremo  dunque 

r  =2(m—  1)  —  a. 
Poi  dalle  formole  di  Cayley  si  trae 

n  =  3  (m  —  2  )  —  2a  , 
(3  =  4fm  — 3)  — 3«, 


(*)  Se  il  vertice  è  un  ponto  {r)plo  della    curva,   il   cono  prospettivo   è   dell'ordine  n  —  r,  percliè 
ogni  piano  rei  quel  punto  incontrerà  la  curva  solamente  in  altri  n — r  punti. 
(**)  Introd.  21. 
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g=  -  (m—  l)(m-2)  — «, 

h  =  j  (9m-  —  63m  -i-  80)  —  2»  (3m  —  a  —  9) , 

a;  =  2  (rn  -  2)(m  -  3)  -  ^  (4m  -«-11), 

y  =  2  (m  -  1)(m  -  3)  -  ^  (4m  -  a  -   7  )....(*) , 


SaperOcie  d*  ordine  qualunque. 


16.  Consideriamo  una  superficie  qualsivoglia  come  il  luogo  di  tutte 
le  posizioni  di  un  punto  che  si  muova  conlinuaraente  nello  spazio,  secondo  una 
tal  legge  che  una  retta  arbitraria  contenga  un  sistema  discreto  di  posizioni 
del  mobile  (**). 

La  superficie  dicesi  dell' oidine  n  quando  una  retta  arbitraria  la  in- 
contra in  n  punti  (  reali,  iraaginari,  distinti,  coincidenti  ).  Onde  se  una  retta 
ha  più  di  «  punii  comuni  con  una  superficie  d'ordine  n,  la  retla  giace  per 
intero  nella  superficie. 

Una  superficie  di  primo  ordine  è  un  piano. 

Un  piano  sega  una  superficie  d'  ordine  n  secondo  una  linea  dello  stesso 
ordine  n. 

Una  retta  dicesi  tangente  ad  una  superficie  se  la  incontra  in  due  pun- 
ti infiuilamenle  vicini  (coniano  bipunlo  )  ;  osculatrice  se  la  incontra  in 
Ire  0  più   punti  consecutivi  (conlatto  tripunlo  , .  . .  ). 

16.  Per  un  punto  ;<  di  una  data  superficie  si  conducano  due  rette  R,  R 
che  ivi  siano  tangenti  alla  superficie.  11  piano  RR'  taglierà  la  superficie  se- 
condo una  linea  L  che  in  ;ì  lia  uii  coniano  bipunlo  sì  con  R  che  con  R' ; 
dunque  ;t  è  un  punto  doppio  per  la  linea  L  (***).  Quindi  tutte  le  rette  con- 
dotte per  fi  nel  piano  RR'  avranno  ivi  un  contatto  bipunto  con  L,  cioè  sa- 
ranno tangenti  alla    superficie.  Fra  quelle    rette    ve    ne    sono    due  (  le  tangenti 


(*)  Salmon  On  the  dassification  of  curves  o{  doublé  curvature  (Cambridge  and  Diibiin  Malli, 
lonrnal  t.  5,  1850).  Vr^gasi  inoltre  l'ccrpllcntc  Treatise  on  the  analytic  geomitry  o{  three  dimen- 
sions  (  2  ed.  Diihlìn  1865  i  dello  slessri  aiilarf,  ovvero  l'edizione  ledesea  elle  ne  ha  falla  il  prof.  FiEDLBR 
con  rierhe  aggiunte  {  Analytisdw  C^miirlrir  </.  «  Rnumes,  Leipzig  1863-65). 

(**)  Cioè  in  modo  clic  tulle  Ir  mim.sm\.  iio^zioni  del  punto  mobile  corrispondano  alle  variazioni 
di  due  parametri  indipendenti.  Ina  ■snrMilHic  i  .Innniie  un  a  serie  doppiamente  infinita  di 
punti.  E  i  punti  comuni  a  due  superlicie  lormeianno  una  serie  semplicemente  infinita  cioè  una 
curva  tGl. 

(***)  Introd.  31. 


17 

ai  due  rami  di  L  )  che  hanno  in  ;ì  un  contano  tripiinlo  con  L  e  quindi  an- 
che colla  superfìcie.  Si  chiameranno  le  rette  oscula  tri  ci  nel  puntoci*). 
Ogni  piano  condotto  per  una  di  queste  rette  taglierà  la  superficie  secondo  una 
curva  avente  un  contatto  tripunto  in  ^  colla  retta  stessa,  vale  a  dire  una  cur- 
va avente  il  punto  ;*  per  flesso  e  la  retta  per  tangente  stazionaria. 

Le  due  rette  osculatrici  sono  reali  o  imaginarie  secondochè  ^  sia  per  L 
un  vero  nodo  o  un  punto  coniugato.  Nel  primo  caso  f*  dicesi  punto  iper- 
bolico, nel  secondo  punto  ellittico.  Se  /t  è  una  cuspide  per  la  curva 
L,  le  line  rette  osculatrici  coincidono  in  una  sola,  e  fi  dicesi  punto  para- 
bolico   (**). 

In  generale,  tutte  le  rette  tangenti  alla  superficie  nel  punto  fi  giacciono 
nel  piano  RE! ,  cioè  una  retta  condotta  per  ;<  fuori  di  questo  piano  ha  ivi  in 
generale  un  solo  punto  comune  colla  superficie  (***).  Ma  se  altrimenti  fosse 
per  una  retta  così  fatta  R",  lo  slesso  avrebbe  luogo  per  qualunque  altra  ret- 
ta R"  passante  per  fi.  Infatti,  se  R'  ha  in  ft  un  contatto  bipuuto  colla  su- 
perficie, il  piano  R"R"  segherà  questa  secondo  una  linea  toccala  in  ;;  da  R" 
e  dalla  intersezione  de' due  piani  R'R",  RR,  epperò  anche  da  R";  dunque, 
in  queir  ipotesi^  tutte  le  rette  condotte  per  fi  avrebbero  ivi  un  contatto  bipunlo 
colla  superficie,  e  tutti  i  piani  per  fi  segherebbero  la  superficie  secondo  una 
curva  avente  in  n  un  punto  doppio.  La  qual  cosa  non  può  verificarsi  che  per 
punti  singolari  della  superficie. 

11  piano  RR,  nel  quale  sono  contenute  tutte  le  rette  che  toccano  la  su- 
perficie in  un  punto  ordinario  fi,  dicesi  piano  tangente  alla  su- 
perficie in  fi.  Dunque  un  piano  tangente  ad  una  superficie  in  un  punto 
qualunque  taglia  questa  secondo  una  linea  avente  due  rami  (  reali  o  no  )  in- 
crociati nel  punto  di  conlatto  (f). 

Si  può  anche  dii>e  che  il  piano  tangente  alla  superficie  in  fi  è  il  luogo 
delle  rette  che  toccano  ivi  le  curve  tracciate  sulla  superficie. 

Classe  della  superficie  è  il  numero  dei  piani  tangenti  che  le  si  posso- 
no condurre  per  una  retta  data  ad  arbitrio  nello  spazio. 

17.  Quando  tre  rette  (non  situate  in  uno  stesso  piano)  e  per  conseguenza 
tutte  le  rette  passanti  per  ft  incontrano  ivi  la  superficie  in  due  punti  coincidenti, 
il  punto  fi  dicesi  doppio  per  la  superficie  medesima.  Ogni  piano  condotto  per 
esso  sega  la  superficie  secondo  una  curva  avente  ivi  un  punto  doppio;  le  tan- 
genti ai  due  rami  hanno  colla  curva  un  contatto  tripunto;  perciò  vi  sono  infinite 
rette  che  hanno  nel  punto  doppio  fi  un  contallo  tripunto  colla  superficie,  e  il 
luogo  delle  medesime  è  un  cono  di  second'  ordine  (1).  Ogni  piano  tangente  a 
queslo  cono  segherà  la  superficie  data  secondo  una  curva  cuspidata  in  fi.  Di- 
mostreremo in  seguito  esservi  sei  generatrici  di  questo  cono,  ciascuna  delle 
quali  ha  in  fi  un  contatto  quadripunto  colla  superficie. 


(*|  Inflexional  tangents  secondo  Salhon.  Se  la  superficie  contiene  una  retta,  questa  sari  una 
(Ielle  osculatrici  per  ciascuno  de' suoi  punti. 

(**)  In  una  sviluppabile  (compresi  i  coni)  tutti  i  punti  sono  parabolici.  Le  rette  osculatrici  coin- 
cidono colle  generatrici. 

(***)  Ddpin  Déveìoppemrnis  de  geometrie  (Paris  1813)  p.  59. 

(t)  PlIicker  L'eber  die  allgemeinen  Gesetze,  nach  welchen  irgend  zwei  Flàchen  einen  Con- 
tact der  verschiedenen  Ordnungen  haben  (C.  di  Creile,  t.  4;  1829  }  p.  359. 
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Può  avvenire  che  il  cono  si  decomponga  in  due  pijni  P,Q;  in  tal  caso 
le  rette  osciilatrici  sono  quelle  che  passano  per  (i  e  giacciono  in  P  o  in  Q . 
ì  piani  passanti  per  la  retta  PQ  segano  la  superficie  secondo  curve  per  le 
quali  fi  è  una  cuspide.  La  sezione  fatta  da  ciascuno  de'  piani  P,  Q  A  una 
curva  avente  un  punto  triplo  in  (i;  il  che  si  fa  evidente  considerando  che  ogni 
retta  passante  per  ^  e  situata  nel  piano  incontra  la  superficie  epperò  la  curva 
in  tre  punti  riuniti  in  ^.  Le  tangenti  ai  tre  rami  sono  altrettante  rette  aventi 
un   contano  (iiiadripunto  in  fi  colla  superficie. 

Puf»  anche  darsi  che  i  piani  P,  Q  coincidano  in  uno  solo:  il  quale  in 
tal  caso  6  I'  unico  che  seghi  la  superficie  secondo  una  curva  con  punto  triplo 
in  ft.  Ogni  piano  per  ;t  dà  allora  una  curva  cuspidata  nel  punto  stesso. 

Per  distinguere  queste  tre  sorta  di  punto  doppio  si  sogliono  chiamare 
punto    conico,  punto    bi  planare,    punto    uniplanare  (*). 

Si  possono  anche  distinguere  ulteriori  varietà  del  punto  biplanare  (  se- 
condochè  una  o  due  o  tre  delle  rette  aventi  contatto  quadripunto  coincidano 
colla  retta  comune  ai  due  piani  tangenti  )  e  del  punto  uniplanare  (  secondochè 
le  tre  rette  aventi  contallo  (|uadripunlo  sono  distinte  ovvero  coincidenti  )   (**). 

1 8.  La  superficie  può  avere  punti  t  r  i  p  1  i ;,  quadrupli,...  multipli 
secondo  un  numero  qualunque.  Vn  punto  ;t  si  dirà  (r)'''"  quando  una  retta 
qualunque  condotta  per  fi  incontri  ivi  la  superficie  in  r  punti  coincidenti. 
Ogni  piano  passante  per  (i  segherà  allora  la  superficie  secondo  una  curva  aven- 
te in  ;t  un  punto  {r)>''",  e  le  tangenti  agli  r  rami  avranno  ivi  colla  superficie 
un  contatto  (r -t- 1  )'"'"'".  Vi  sono  dunque  infinite  rette  aventi  colle  superficie 
un  conlatto  (r-h  l)'"'"'"  in  fi,  e  il  loro  luogo  è  un  cono  d'  ordine  r.  Si  di- 
mostrerà in  seguito  che  r(r -H  1)  generatrici  di  questo  cono  hanno  colla  su- 
perficie un  conlatto  (r  -+-  2)^"""°.  11  cono  può  in  certi  casi  decomporsi  in  coni 
d'  ordine  inferiore  od  anche  in  r  piani,  distinti  o  coincidenti,  e  così  dar  luogo 
a  molle  specie  di  punto  (r)'''". 

Una  superficie  però  non  avrà  mai  un  punto  multiplo,  il  cui  grado  di 
moltiplicilà  superi  I'  ordine  di  quella.  Perchè  in  tal  caso  ogni  retta  condotta 
per  quel  punto  avrebbe  in  comune  colla  superficie  più  punti  di  quanti  ne 
comporli    1'  ordine,  epperò  giacerebbe  per  intero  sulla  superficie. 

Se  una  superficie  d'ordine  n  ha  un  punto  (n)'''"  o,  essa  è  necessaria- 
raenle  un  cono  di  verlice  o.  In  fatti  la  retta  congiungente  o  ad  un  altro  punto 
qualunque  della  superficie,  avendo  con  questa  n -+-  1  punti  comuni,  giace  per 
intero  nella  medesima  (***). 


(*)  Il  veilice  ili  un  fono  ili  sccond'onlinc,  un  punto  qualunque  della  curva  doppia  ed  un  pnnlo 
qualunque  della  curva  cuspidale  di  una  sviluppabile  sono  esempi  di  qucsle  Ire  sorta  di  punti  doppi. 

{**)  ScHiAKFLi  On  the  (iistribution  of  surfaces  of  the  third  order  into  species  i  Pliil.  Trans. 
1863)  p.  198. 

(***)  Quale  è  il  numero  delle  condizioni  die  determinano  una  superficie  d"  ordine  n?  Sia  x,  _i 
il  numero  delle  condizioni  da  sodisfarsi  perchè  la  superficie  abbia   un  punto  (r — J  r'"  fi.  Le  rette  che 

fr— l)(r^-2) 
hanno  in  fi  un  contatto  (r);"""'"  formano  un  cono  d' ordine  r—  1  il  quale  è  individuato  da 


liga  la  superficie  ad  ■ 


2 
(r-l    r  +  2) 
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Una  superficie  può  altresì  avere  linee  multiple,  cioè  linee  tutti  i  punti 
delle  quali  siano  punii  multipli  (*).  P.  e.  abbiamo  già  veduto  che  una  svi- 
luppabile ha  in  generale  una  curva  doppia  ed  una  curva  cuspidale.  Se  una  su- 
perficie ha  una  curva  (r)'''"  d'  ordine  n  ed  una  curva  cuspidale  d'  ordine  n' , 
la  sezione  falla  nella  superficie  da  un  piano  qualunque  avrà  n  punti  {r}''''  ed 
n  cuspidi.  Una  superficie  d'  ordine  n  (  che  non  sia  il  complesso  di  più  su- 
perficie d'  ordine  inferiore  )  non   può   avere    una    curva    doppia    il    cui    ordine 

.  (n—  l)(n  — 2)  ....  .       ,. 

superi  ,  perchè  una  linea  piana  non  può    avere    puì    di    questo 

numero  di  punti  doppi  senza  decomporsi  in  linee  d'ordine  minore  (**). 

Se  UD  cono  ha,  oltre  al  suo  vertice  o,  un  altro  punto  d  multiplo  se- 
condo r,  tutta  la  retta  od  è  multipla  secondo  r.  Ciò  si  fa  manifesto  osser- 
vando che  la  sezione  fatta  con  un  piano  condotto  ad  arbitrio  per  oS  deve 
avere  un  punto  {rf'"  in  <'V,  e  d'altronde  deve  constare  di  rette  tulle  concor- 
renti in  o;  onde  r  di  queste  rette  coincideranno  in  oS  . 

19.  Abbiamo  veduto  che  il  piano  tangente  ad  una  superficie  in  un  punto 
ordinario  taglia  la  superficie  secondo  una  curva  che  ha  un  punto  doppio  nel 
punto  di  contatto.  Reciprocamente,  se  un  piano  taglia  la  superficie  secondo 
una  curva  che  abbia  un  punto  doppio  fi  e  se  questo  non  è  un  punto  doppio 
della  superficie  (***),  quel  piano  sarà  ad  essa  tangente  in  ;t,  perchè   tutte  le 


rette  condotte  arbitrariamente  per  fi  (non  allogale  sopra  un  cono  d'ordine  r— 1  ),  o  diverrà   un  pun- 
to (r)plo.  Donde  segue  che  x,=  x,      ,  -h  (/-«)('• +2)  ^  ,    ^-^.^        ^  r(r+l)(r-v2)       ^^^   ^^ 

~  2  2.3 

una  superficie  d'ordine  n  ha  un  punto  {n)p!o ,  essa  è  un  cono,  il  quale,  dato   il  vertice,  sarà  determi- 

n(n-i-3j 
nato    da   condizioni.  Dunque  il  numero  delle  condizioni  che  determinano  una  superficie  d'  or- 

.,-      „«(»-<- «)("-<- 2)      n(n-^3)     n(ni-t-6n^il)      (n+ i){n-K2  (n -k  3i      ,, 

dine   n  e   -t-  • =: =:  ■ 1  {  numero  che 

2.3  2  2.3  2.3 

(n-i- i)(n-H2)(n-H3) 
d  ora  in  avanti  indicheremo    col   simbolo  N(n)  ).  E  in  falli è   appunto    il    nu- 
mero  de'  coefficienti  in  un  polinomio  completo  del  grado  n  fra  Ire  variabili. 

(*)  Una  linea  è  multipla  secondo  il  numero  r  quando  lungo  la  medesima  s'  intersecano  r  falde 
della  superficie,  epperò  questa  avrà  in  ogni  punto  della  linea  multipla  r  piani  tangenti  ;  cioè  il  luogo 
delle  rette  che  in  quel  punlo  hanno  un  contatto  (r-i-t)p««to  colla  superficie  sarà  formato  da  r  piani. 
P.  e.  se  la  superficie  (supposta  d'ordinen)ha  una  retta  doppia /?,  ciascun  punto  di  questa  sarà  un  punto 
biplauare.  In  falli  un  piano  P,condotlo  ad  arbitrio  peri?,  sega  la  superficie  secondo  una  curva  d'ordine 
n — 2  che  avràn  —  2  punti  comuni  coni};  sia  a  uno  di  essi. Ogni  retta  tirata  peroinPha  ivi  Ire  punti 
coincidenti  comuni  colla  superficie;  dunque  il  cono  osculatore  in  a  si  decompone  in  due  piani, uno  de' quali 
è  P.  Condotto  per  a  un  piano  qualunque  iJ,  esso  taglierà  la  supeificie  secondo  una  curva  che  avrà  un  punlo 
doppio  in  a-,  una  delle  relative  tangenti  sarà  la  reità  PE  ;  l'altra  determinerà  con  R  il  secondo  piano 
P'  tangente  alla  superficie  in  a  .  I  piani  P,P'  sono  connessi  Ira  loro  in  modo  che  a  ciascuna  posizione 
dell'uno  corrispondono  n  —  2  posizioni  dell' allro;  dunque  avranno  lungo  2(n  — 2)  coincidenze  di  P 
con  P'  (Introd.  83),  cioè  nella   retta  doppia  vi  sono  2(n  — 2)  punti  uniplanari. 

{**)  Introd.  35. 

{***)  P.  e.  un  piano  passante  per  una  generatrice  di  una  sviluppabile  d'ordine  r  taglia  questa  se- 
condo quella  retta  ed  una  curva  d'ordine  r  — t  che  è  osculala  dalla  rella  in  un  punto  e  segala  in  al- 
tri r — 4  punii.  Ma  essi  non  sono  veri  punti  di  conlallo;  il  primo  appartiene  alla  curva  cuspidale, 
e  gli  altri  alla  curva  doppia. 
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ielle  coiidotle  pei"  (i  nel  piano  hanno  ivi  un  contallo  Ripunto  colla  curva  ep- 
però  colla  supeilìcie. 

Ma  Ila  liio^o  uà  teorema  più  generale.  Se  due  superficie  qualunque  han- 
no un  punto  comune  fi  ed  ivi  lo  stesso  piano  tangente,  cioè  se  le  due  super- 
ficie si  toccano  nei  punto  (i,  ([ualiuKiue  piano  passante  per  ([uesto 
punto  segherà  le  due  superficie  secondo  due  linee  toccanlisi  in  ;/  ;  dunque 
questo  piano  avrà  in  /x.  un  contatto  bipunlo  colla  curva  intersezione  delle  due 
superficie.  Ciò  equivale  a  dire  che  questa  curva  ha  in  fi  un  punto  doppio  (*). 
li  comune  piano  tangente  sega  entrambe  le  superficie  secondo  linee  che  hanno 
un  punto  doppio  in  ;;;  perciò  esso  ha  ivi  un  contatto  quadripunlo  colla  curva 
d'  intersezione  delle  due  superficie.  In  questo  piano  sono  siiuate  le  tangenti  ai 
due  rami  della  curva^  le  quali  sono  le  rette  per  ciascuna  delle  quali  facendo 
passare  un  piano  segante,  la  curva  ha  con  esso  un  contatto  Iripunto  in  ;;t^ 
cioè  le  sezioni  delle  due  superficie  si  osculano  in  (juesto  punto.  Se  le  due 
tangenti  coincidono,  cioè  se  la  curva  ha  una  cuspide  nel  punto  fi,  le  due 
superficie  diconsi  avere  un  con  la  Ito    stazionario. 

Se  vi  fosse  una  terza  retta  (per  (i,  nel  piano  tangente)  tale  che  i  pia- 
ni passanti  per  essa  tagliassero  le  due  superficie  secondo  linee  osculantisi  fra 
loro,  la  curva  intersezione  delle  due  svq)eificie  avrebbe  in  fi  un  punto 
triplo;  epperò  ogni  piano  per  ft  avrebbe  ivi  un  contatto  iripunto  colla 
curva,  cioè  taglierebbe  le  due  superficie  secondo  linee  osculantisi  fra  loro. 
Id  tal  caso  si  dice  che  le  due  superficie  si  osculano  in  ft  (**). 
Le  quali  avranno  in  comune  le  due  rette  osculatrici  m  n;  e  il  piano  tangente, 
segandole  entianibe  secondo  linee  aventi  un  punto  doppio  in  ,«  colle  stes- 
se tangenti,  avrà  ivi  un  contatto  sipunto  colla  curva  intersezione  delle  due  su- 
perficie. Le  tangenti  ai  tre  rami  di  questa  curva  saranno  le  rette  per  le  quali 
passano  i  piani  che  segano  le  superficie  secondo  linee  aventi  in  jt  un  contatto 
quadripunlo, 

20.  Due  superficie  i  cui  ordini  siano  n,  n'  sono  segate  da  un  piano  ar- 
bitrario secondo  due  curve  che  hanno  nn'  punti  comuni;  dunque  le  due  su- 
perficie si  intersecano    secondo    una    curva    d'  ordine  nn'  (***).  La  retta    tan- 


(*)  Viceversa,  se  la  curva  comune  a  due  superficie  ha  un  punto  doppio,  che  non  sia  doppio  né  per 
runa  né  pei-  l'altra  superlìcie,  in  quel  punto  le  due  superficie  si  toccano. 

(**)  In  generale,  si  dice  che  due  superficie  hanno  un  contatto  d'ordine  r  in  un  punto  [i  quando 
un  piano  qualunque  passante  per  fi  le  sega  secondo  due  curve  aventi  ivi  un  contatto  (r-i-  t)P"'"<>.  La 
curva  intersezione  delle  due  superficie  avrà  in  ft  un  punto  (r-t-l)/'»  (  Plììcker  I.  c.  p.  351).  Si 
vede  facilmente  che, se  una  superficie  deve  avere  con  un'altra  data  uu  contatto  d'ordine  r  iu  un  punto 


(***)  Per  la  curva  d'ordine  n^,  intersezione  di  due  superficie  d' ordine  n,  passano  infinite  allre  su- 
perficie dello  stesso  ordine.  Ciò  si  dimostra  osservando, sia  che  ha  luogo  l'analoga  proprielà  per  le  curve 
risultanti  dal  segare  le  due  superficie  date  con  un  piano  arbitrario;  sia  che,  se  l':=0,  r  =  0  sono  le 
equazioni  di  queste  superficie^  l'equazione  U -t- ÀV=0  rappresenta  per  ogni  valore  del  parametro  A 
una  superficie  passante  per  tutl'i  punti  comuni  alle  due  date. 

Abbiamo  dimostrato  altrove  (18)  che  una  superficie  d'ordine  n  è  determinata  da  lV{n)  condizioni. 
Per  l\{n)  punii  dati  ad  arbitrio  nello  spazio  passerà  dunque  una  superficie  d'ordine  n,  ed  una  sola, 
perchè,  se  per  quei  punti  passassero  due  superficie  di  quest'ordine,  in  virtù  della  proprietà  notata  dian- 
zi, se  uè  potrebbero  descrivere  infinite  altre. 

Per  A-(?i)— 1  punti  dati  si  potranno  descrivere  infinite  superficie  d'ordine  n  ;  due  delle  quali  si 
segheranno  lungo  una  curva  d'ordine  n-  (passante  per  quei  punti),  e  per  questa  curva  passeranno  in- 
finite altre  superficie  dello  stesso  ordine,  cioè  tutte  quelle  che  contengono  i  punti  dati;  dunque: 


genie  a  qiiesla  curva  in  un  suo  punto  qualunque^  dovendo  toccare  ivi  entram- 
be le  superficie,  sarà  I'  intersezione  dei  piani  die  nel  medesimo  punto  tocca- 
no le  due  superficie.  I  punti  doppi  della  curva^  ove  non  siano  punti  doppi  per 
alcuna  delle  superficie,  saranno  punii  di  contatto  fra  le  medesime.  Quando  le 
due  superficie  si  segano  secondo  due  curve  distinte,  ogni  punto  comune  a  que- 
ste sarà  un  punto  di  contatto  fra  le  superficie. 

Se  un  punto  comune  a  due  superficie  è  (r)^''"  per  1'  una  ed  {r')'''°  per 
I'  altra,  sarà  multiplo  secondo  rr'  per  la  curva  ad  esse  comune.  Infatti  un 
piano  condotto  ad  arbitrio  per  quel  punto  sega  le  due  supeificie  secondo  due 
linee  che,  avendo  ivi  rispettivamente  r  ed  r'  rami  incrociati,  vi  si  segheranno 
in  rr'  punti  coincidenti.  Se  il  punto  comune  fosse  (r)'''"  per  entrambe  le  su- 
perficie e  queste  avessero  ivi  lo  stesso  cono  osculatore  (  il  luogo  delle  rette 
che  incontrano  la  superficie  in  r  -l-  1  punti  consecutivi  ) ,  le  due  linee-sezioni 
avrebbero  il  punto  (ry'"  e  le  r  tangenti  comuni,  cioè  r"^  ■+■  r  punii  coincidenti 


Tutte  le  superficie  d'ordine  n  die  passano  per  N(n)  —  I  punii  d  a  l  i  ad  a  r- 
l)ilriosì  s  egano  s  ec  ond  0  una  slessa  e  u  rv  a  d' ord  i  n  e  n- ;  ossia  .V(n)  —  1  punii  dati 
ad  arbitrio  delerniinano  una  curva  «l'ordine  n'^,  per  la  quale  passano  infinite  superficie  d'ordine  n. 
PlUcker  Recherches  sur  les  surfaces  algéb.  de  tous  tes  degrés  { knnaìes  de  Malli.  deCergonne,  1. 19, 
1828-29). 

Il  complesso  di  tulle  le  superficie  d'ordine  n  passanti  per  una  slessa  curva  d'ordine  n^  dicesi 
fascio  d'ordine  n.  Per  un  pillilo  dato  ad  arbitrio  nello  spazio  passa  una  (una  sola)  superficie 
del  fascio.  Viceversa,  se  un  complesso  di  superficie  d'ordine  n,  soggette  ad  yv(n)  —  I  condizioni  co- 
muni, è  tale  die  per  un  punto  qualunque  dello  spazio  passi  una  sola  di  quelle  superficie,  la  curva  co- 
mune a  due  di  esse  sarà  comune  a  lulte,  epperò  quel  complesso  sarà  un  fascio.  La  retta  tangente  alla 
curva-base  del  fascio  (curva  comune  alle  superficie  del  fascio)  in  un  suo  punto  qualunque  sarà  situata 
nel  piano  tangente  a  ciascuna  delle  superficie;  dunque  i  piani  che  toccano  le  superficie  d'un  fascio  in 
uno  stesso  punto  t  della  curva-base  passano  per  una  medesima  retta  T,  cioè  formano  un  fascio  di  piani. 
Come  ad  ogni  superficie  del  fascio  corrisponde  un  piano  tangente,  cosi  viceversa  ad  ogni  piano  per  la 
retta  T  corrisponde  una  superficie  del  fascio,  la  quale  sarà  la  superficie  che  passa  per  un  punto  del  pia- 
no, infinitamente  vicino  a  <  ma  esterno  a  T.  Diremo  adunque  che  il  fascio  di  superficie  ed  il  fascio 
de'  piani  tangenti  sono  projettivi,  e  chiameremo  rapporto  anarmonico  di  quattro  su- 
perficie del  fascia  il  rapporto  anarmonico  de' quattro  piani  tangenti  in  un  punto  qualunque  del- 
la curva-base.  Due  fasci  di  superficie  poi  si  diranno  projettivi  quando  il  fascio  de' piani  tangenti  in 
un  punto  della  curva-base  del  primo  sia  projetlivo  al  fascio  dei  piani  tangenti  in  un  punto  della  curva- 
-base  del  secondo,  ossia  quando  le  superficie  di  ciascun  fascio  corrispondano,  ciascuna  a  ciascuna,  alle 
superficie  dell'  altro. 

Un  fascio  di  superficie  è  evidentemente  segalo  da  un  piano  arbitrario  secondo  curve  formanti  un 
fascio. 

È  poi  facile  trovare  il  numero  de' punti  che  determinano  la  curva  d'ordine  »ii«2,  intersezione  di 
due  superficie  d'ordini  nj,  n^,  ovesia  »!i>n2.  Le  due  superficie  siano  Fi,  Fj;  e  sia  F  una  super- 
ficie arbitraria  d'ordine  n,  —  ìi^.  La  curva  d'ordine  n^,  nella  quale  la  superficie  Fj  sega  il  sistema 
delle  due  superficie  F^F  sarà  la  base  d'un  fascio  d'ordine  Mj ,  onde  per  essa  e  per  un  punto  preso 
ad  arbitrio  nello  spazio  si  potrà  far  passare  una  nuova  superficie  d'ordine  tìj  .  Ora  F,  essendo  arbitra- 
ria, può  sodisfare  ad  ìVirii  —  n,)  condizioni;  dunque  per  la  curva  FiF^  e  per  ]>'(«[  —  n^) -t- I  punii 
arbitrari  si  potrà  far  passare  una  superficie  d'ordine  Hj  .  Ma  una  superficie  di  quest'ordine  è  indivi- 
duata da  A'Ci)  punti;  dunque  tutte  le  superficie  d'ordine  n^  che  passano  per  A'(ni) — iV(n,  —  n^) —  1 
punti  arbitrari  della  curva  d'ordine  njHj  la  contengono  per  intero,  cioè  questa  curva  è  individuata  da 
quel  numero  di  punti.  Jacobi  De  retationibus,  quce  locum  habere  debent  inter  puncta  interseclionis 
etc.  (G.  di  Creile  t.    15;   1836). 

»(n  -H  3) 
P.  e.  una  curva  piana  d  ordine  n  e  determinata    da punti;  una  curva  intersezione  di  una 

quadrica    con    una    superficie    d'ordine  n  è  determinala  da  n(n-t-2)  punti;   una    curva    intersezione    di 

3n(n  ■+- 1) 


na  cubica  (superficie  di  lerz'ordine  )  con  una  superficie  d'ordine  n  è  determinata  da 
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comuni;  eppcrò   quel    punto    sarebbe    multiplo    secondo  r(r -h  1)   per  la  curva 
comune  alle  due  superficie. 

Se  due  superficie  si  toccano,  si  osculano,  ...  lungo  una  linea  (cioè  in 
lutti  i  punti  di  una  linea  ) ,  questa  dee  contarsi  due,  tre^  . . .  volle  nell'  in- 
tersezione completa,  ("io  si  fa  evidente  osservando  che  un  piano  trasversale 
qualunque  sega  le  due  superficie  secondo  curve  che  avranno  fra  loro  tanti  con- 
tatti bipunli,  tripunti,  ...  quant' è  l'ordine  di  quella  linea. 

Se  una  linea  è  multipla  secondo  r  per  una  superficie  e  secondo  r'  per 
1'  altra,  essa  si  dovrà  calcolare  rr'  volte  nella  intersezione  delle  due  superficie. 
21.  Ammesso  come  evidente  che  il  numero  dei  punti  in  cui  una  curva 
d'  ordine  n  fi  incontrata  da  una  superficie  d'  ordine  n  non  dipenda  che  dai 
numeri  n ,  n,  si  può  concludere  che  la  superficie  incontra  la  curva  in  nn 
punti,  perchè  queslo  sarebbe  il  numero  delle  intersezioni  nel  caso  che  la  su- 
perficie fosse  composta  di  n'  piani.  Ne  segue  che,  se  una  curva  d'  ordine  n 
avesse  più  di  nn  punti  comuni  con  una  superficie  d'  ordine  n',  la  curva  gia- 
cerebbe interamente  nella  superficie. 

Se  un  punto  è  (r)'''"  per  la  curva  ed  {r')>''"  per  la  superficie,  esso  si  con- 
terà come  rr  intersezioni.  P.  e.  un  cono  d'  ordine  r'  avente  il  vertice  in  un 
punto  (r)'''"  di  una  curva  d'  ordine  n  incontrerà  questa  in  altri  nr'  —  rr'  ;  io 
fatti  il  cono  prospettivo  alla  curva  che  ha  il  vertice  in  quel  punto  (13)  è  del- 
l' ordine  n  —  r ,  epperò  sega  il  primo  cono  secondo  (n  —  r)r'  generatrici. 

Si  dice  che  una  curva  ed  una  superficie  hanno  un  con- 
tatto bipunto  quando  hanno  due  pimti  infinitamente  vicini  in  comune, 
cioè  quando  una  retta  le  tocca  entrambe  nello  stesso  punto;  un  contatto 
tripuiito  quando  hanno  tre  punii  infinitamente  vicini  in  comune,  cioè  quan- 
do un  piano  oscula  la  curva  e  tocca  la  superficie  nello  slesso  punto;  ecc. 
L'  intersezione  di  due  superficie  d'ordini  n,  ,  n.,  è  una  curva  d'ordine  n^n.^ 
che  ha  n^n.,n-^  punii  comuni  con  una  superficie  d'ordine  n-;  dunque  tre  su- 
perficie d'ordini  n^,n^^,n-  hanno  n^n.jn-  punti  comuni   (*). 

Se  le  tre  superficie  avessero  un  comune  punto  di  contatto^  questo  si  con- 
terebbe come  quattro  intersezioni.  In  fatti  la  curva  comune  alle  prime  due 
superficie  ha  col  piano  tangente  comune,  e  quindi  anche  colla  terza  superficie, 
un  contatto  quadripunlo. 

22.  Due  superficie  d'ordine  n,  n  abbiano  un  contatto  d'ordine  r— 1 
lungo  una  curva  d'ordine  m;  esse  si  segheranno  inoltre  secondo  un'altra 
curva  d'ordine  nn  —  rm.  Una  superficie  d'ordine  n"  avente  colla  prima 
curva  un  contatto  (s)^"""*  in  un  punto  o  ,  la  segnerà  in  altri  ri'm  —  s  punti 
ed  incontrerà  la  seconda  curva  in  n'{nn'  —  rm)  punti.  Dunque  le  due  linee 
secondo  le  quali  la  terza  superficie  taglia  le  prime  due  avranno  ri'm  —  s  con- 
tatti (r)'"'""  ed  ti'[nn  —rm)  intersezioni  semplici.  E  siccome  i  punti  comuni 
a  queste  linee  sono  quelli  in  cui  s'  incontrano  le  Ire  superficie,  così  le  dette 
linee  avranno  nn'n"  —  r(n'm  —  $)  —  n'[nn  —  rm)  intersezioni  riunite  ino. 
Dunque  le  due  linee  hanno  in  o  un  contatto  (rs)'"""" . . .   (**). 


(*)  Ciò  corrisponde  al  f.illo    analitico   clic    Ire    oiinazioni    algebriche    di   grado  «| ,  «2  ,  «3  fra  Ire 
variabili  sono  risnlulc  simnllancamenle  da  «iWoUs  sistemi  di  valori  di  queste  variabili. 
(**)  DupiN  Vévehppements  p.  231. 
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Il  teorema  non  è  applicabile  quando  m  =  1  ed  n"  —  1  .  Per  es.  una 
sviluppabile  d'  ordine  r  0  loccata  da  un  suo  piano  laiigenle  lungo  una  gene- 
ratrice e  segata  dal  medesimo  secondo  una  curva  d'  ordine  n  —  2,  che  tocca 
la  generatrice  in  un  punto  o  e  la  sega  in  altri  n  —  4  punti.  Un  altro  piano 
passante  per  la  generatrice  segherà  la  sviluppabile  secondo  una  curva  d'  ordine 
n —  1,  che  in  o  avrà  n  —  1  —  (n —  4)  punti  comuni  colla  generatrice^  cioè 
questa  curva  sarà  osculala  dalla  generatrice  ;  come  già  si  è  veduto  altrove  (13). 


SnperCcic    di   «ccond*  ordine. 

23.  Dicesi  di  second' ordine  o  quadrica  una  superficie  (15)  quando 
una  retta  arbitraria  la  incontra  in  due  punti  (  reali,  imagiuari^  distinti,  coinci- 
denti ),  ossia  quando  un  piano  arbitrario  la  sega  secondo  una  conica  o  linea 
di  second'  ordine   (  reale  o  imaginaria  ). 

Se  una  retta  ha  tre  punti  comuni  colla  superficie^  giacerà  interamente  in 
questa;  dunque  la  superficie  contiene  per  intero  le  due  rette  che  la  osculano 
in  un  punto  qualunque  ^i  (16);  e  queste  rette  formano  1'  intersezione  della 
superficie  col  piano  tangente  in  «,  perchè  una  linea  di  second'  ordine  dotata 
di  punto  doppio  si  risolve  necessariamente  in  due  rette  GG'  (  reali,  imagina- 
rie,  ecc.  ). 

Supponiamo  da  prima  le  rette  GG'  coincidenti,  nel  quale  caso  il  piano 
sarà  tangente  alla  superficie  in  tutti  i  punti  della  retta  G.  Un  altro  piano 
condotto  per  G  segherà  la  superficie  secondo  una  nuova  retta  che  incontrerà 
la  prima  in  un  punto  d,  il  quale  sarà  doppio  per  la  superficie,  perchè  questa 
è  ivi  toccata  da  entrambi  i  piani  (17).  Ma  una  superficie  di  second' ordine  do- 
tata di  punto  doppio  è  un  cono  col  vertice  in  questo  punto  (18);  e  per  ogni 
suo  punto  ^  avrà  luogo  la  coincidenza  delle  rette  GG' .  Donde  s'  inferisce  che, 
se  una  quadrica  ha  un  punto  parabolico,  tutti  gli  altri  suoi  punti  sono  pure 
parabolici,  e  la  supeificie  è  un  cono. 

24.  Ora  le  rette  GG'  ^  relative  al  punto  u,  siano  reali  e  distinte.  Un 
piano  condotto  per  la  retta  G  e  per  un  pimto  arbitrario  v  della  superficie  se- 
gherà questa  lungo  una  nuova  retta  H  passante  per  d;  e  il  piano  tangente 
in  V,  siccome  contiene  già  la  retta  H' ,  così  conterrà  un'altra  retta  H  pas- 
sante per  V  e  situata  nella  superficie.  Dunque,  se  una  quadrica  ha  un  punto 
iperbolico,  tutti  i  suoi  punti  sono  iperbolici.  Ossia,  se  una  quadrica  contiene 
una  retta  (  reale  ),  ne  contiene  infinite  altre^  ed  eccettuato  il  caso  che  la  su- 
perficie sia  un  cono,  ne  passano  due  per  ciascun  punto  di  essa. 

Facendo^  come  dianzi,  girare  un  piano  intorno  alla  retta  G,  per  ciascuna 
posizione  di  questo  avremo  una  retta  H' ,  la  quale  incontrerà  G  in  un  punto 
ove  il  piano  è  tangente  alla  superficie.  Questo  punto  non  è  mai  lo  stesso  per 
due  posizioni  del  piano,  ossia  per  due  rette  H'  ;  perchè  la  superficie,  non  es- 
sendo un  cono,  non  può  ammettere  tre  rette  situate  in  essa  e  concorrenti  in 
uno  stesso  punto.  Da  ciò  che  due  rette  W  incontrano  G  in  punti  diversi,  segue 
che  esse  non  possono  mai  cadere  in  uno  stesso  piano.  Diremo  che  tutte  que- 
ste rette  H'  (tra  le  quali  è  anche  G' )  formano  un  sistema  di  genera- 
trici   rettilinee  della  superficie. 
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Se  ora  facciamo  girare  un  piano  intorno  a  G  ,  oUerretno  analogaraente 
un  altro  sisleuia  di  generatrici  rettilinee  della  medesima  su- 
perficie, le  quali  a  due  a  due  non  sono  mai  in  imo  stesso  piano,  e  sono  tutte 
diverse  dalle  generairici  del  primo  sistema,  perchè  tutte  incontrano  G' .  Fra 
queste  nuove  rette  trovasi  anche  G . 

Per  tal  modo  la  superficie  contiene  due  sistemi  di  rette  (*).  Per  ciascun 
punto  della  superficie  passa  una  retta  dell'  uno  ed  una  retta  dell'  altro  siste- 
ma; e  cosi  ogni  piano  tangente  contiene  una  retta  di  ciascun  sistema.  11  pun- 
to d'  incontro  di  due  rette  di  diverso  sistema  è  il  punto  ove  la  superficie  è 
toccata  dal  piano  che  contiene  le  due  rette.  Due  rette  dello  stesso  sistema 
non  sono  mai  in  uno  stesso  piano;  ma  ciascuna  retta  di  un  sistema  incontra 
tutte   le   rette   dell'  altro. 

Per  evitare  confusione  nel  linguaggio  giova  di  chiamare  generatrici 
le  rette  di  un  sistema  e    direttrici    quelle  dell'altro. 

25.  Se  ora  vogliamo  considerare  il  terzo  caso,  che  le  rette  GG'  siano 
imaginarie  (coniugate,  col  punto  d' incrociamento  reale  )^  possiamo  concludere 
a  dirittura  che,  se  una  quadrica  ha  un  punto  ellittico,  tutt'  i  suoi  punii  sono 
ellittici  (**).  In  questo  caso  si  potrà  dire  che  la  superfìcie  contiene  due  si- 
stemi di  rette  tutte  imaginarie,  e  che  ogni  piano  tangente  sega  la  superficie 
secondo  due  rette  imaginarie  incrociale  nel  punto   (reale)  di  contatto  (***). 

Per  tal  modo  le  superficie  qiiadriche  si  dividono  in  tre  specie  ben  di- 
stinte: superficie  a  punti  iperbolici ^  superficie  a  punti  ellittici^  superficie  a 
punti  parabolici  o  coni. 

Le  superficie  della  prima  specie  offrono  1'  esempio  più  semplice  di  quelle 
che  sono  generate  dal  movimento  di  una  linea  retta  e  non  sono  sviluppabili 
(  superficie  gobbe  ). 

Le  superficie  delle  tre  specie  ammettono  diverse  forme,  che  si  classifica- 
no in  relazione  alla  sezione  fatta  dal  piano  all'  infinito,  come  ha  luogo  nelle 
coniche  (|). 

Le  superficie  della  prima  specie,  essendo  formate  da  rette,  si  estendono 
all'infinito;  ma  il  piano  all'infinito  può  segarle  secondo  una  curva,  ovvero 
toccarle  cioè  segarle  secondo  due  rette.  Nel  primo  caso  la  superficie  dicesi 
iperboloide  gobbo  o  ad  una  falda;  nel  secondo  paraboloide 
gobbo    0    iperbolico. 

Le  superficie  della  seconda  specie  o  non  si  estendono  all'infinito  (ellissoi- 
de), o  sono  segate  dal  piano  all'infinito  secondo  una  curva  (iperboloide  a 
due  falde),  o  sono  toccate  dal  piano  all'infinito  in  un  punto  (parabo- 
loide   ellittico). 


(*)  Wren  Generatio  corporis  cylindroidis  hyperbolici  eie.  (Pliil.  Trans.  1669,  p.  961.).  Cfr. 
Journal  de  Vie.  pnìyl.  cali.    1   (1794)  p.  5. 

(**)  DupiN  Dévehppements  p.  209. 

In  generale,  nna  superficie  d'  ordine  superiore  al  secondo  ha  una  re;ioiie  i  cui  punti  sono  lulti  iper- 
bolici ed  un'alha  regione  i  cui  punti  sono  tulli  elliUici  ;  e  le  due  regioni  sono  separale  dalla  curva  para- 
bolica,luogo  dei  punti  parabolici.  Gergonne  De  la  courbure  dcs  sùrfaces  courbes  (Ann.  Gerg.  t.  21, 
1830-31,  p.  233). 

(***)  PoNCELET  Traile  des  proprUUs  projectives  des  figurcs  f  Paris  1822)  ari.  594. 

(t)  Una  conica  dicesi  iperbole,  ellisse,  parabola  sccondocliè  i  suoi  due  punti  all' inlinile  sono 
reali  distinti,  imaginari,  c»incìdenti. 
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Le  superficie  della  terza  specie  o  hanno  il  vertice  a  distanza  finita  (cono 
propriaraenle  detto)  o  hanno  le  generatrici  parallele  (  cilin  d  ro  ),  ed  in  qiie- 
st'  ultimo  caso,  secondochè  il  piano  ali'  infinito  sega  la  superficie  lungo  due 
rette  reali  distinte,  iniaginarie,  o  reali  coincidenti,  il  cilindro  dicesi  iperbo- 
lico,  ellittico   o    parabolico    (*). 

26.  Prendiamo  a  considerare  la  quadrica  di  priraa  specie.  Tre  rette  di  un 
sistema^  che  riguarderemo  come  direttrici,  bastano  a  individuarla.  In  fatti,  per 
ogni  punto  di  una  delle  tre  rette  si  può  condurre  una  lrasversal(f  che  incontri 
le  altre  due;  e  tutte  le  trasversali  analoghe  saranno  le  generatrici  della  su- 
perficie (**).  Da  Ire  generatrici  si  dedurranno  poi  in  modo  analogo  tutte  le 
direttrici  (***). 

Due  direttrici  scelte  ad  arbitrio  sono  incontrate  da  tutte  le  generatrici 
io  punti  formanti  due  punteggiale  projettive;  il  che  riesce  evidente  conside- 
rando che  da  un  punto  qualunque  di  ciascuna  direttrice  parte  una  sola  ge- 
neratrice ("j").  Dunque  il  rapporto  anarmonico  de'  quattro  punti  ne'  quali 
quattro  generatrici  fisse  incontrano  una  direttrice  è  costante  qualunque  sia  que- 
sta direttrice. 

Analogamente  due  direttrici  determinano  con  tutte  le  generatrici  due  fasci 
proiettivi  di  piani;  ossia  il  rapporto  anarmonico  de' quattro  piani  che  passano 
rispettivamente  per  quattro  generatrici  fisse  e  si  segano  tutti  luogo  una  stessa 
direttrice  è  costante  qualunque  sia  questa  direttrice. 

Viceversa  :  le  rette  che  uniscono  i  punti  corrispondenti  di  due  rette  pun- 
teggiate proiettive,  non  situate  nello  stesso  piano,  formano  una  superficie  di  se- 
cond' ordine.  Siano  G ,  H  le  due  rette,  g,  h  due  punti  corrispondenti^  e  g'  il 
punto  in  cui  G  è  incontrata  dalla  retta  che  parte  da  A  e  sega  una  trasversa- 
le T  fissala  ad  arbitrio.  Variando  h,  i  punti  g,  g'  generano  due  punteggiate 
proiettive  in  G,  ed  i  punti  comuni  a  queste  daranno  le  due  rette  che  uniscono 
punti  corrispondenti  di  G ,  JT  e  sono  incontrale  da  T. 

Se  le  due  rette  date  sono  divise  in  parti  proporzionali  ne'  punti  corri- 
spondenti, la  superficie  generata  sarà  il  paraboloide  gobbo  ("{■■{■). 


(*]  EuLKR  Introducilo  in  analysin  infinitorum,  t.  2,  app.  cap.  5. 

(**)  È  facilissimo  rispondere  aUa  domanila  di  quale  ordine  sia  la  superficie  luogo  delle  rette  X  clic 
incontrano  tre  rette  date  G,  B,  K.  Sia  T  una  trasversole  arbitraria;  l'ordine  della  superficie  sarà  il 
numera  delle  rette  X  che  incontrano  le  quattro  rette  G  ,  ff,  ff ,  7" .  Da  un  punto  qualunque  3  di  G 
si  conduca  una  retta  die  incontri  H  ed  anclie  T  in  <;  e  dallo  stesso  punto  g  si  conduca  un'altra  retta 
che  incontri  K  e  poi  l'in  V  .  Variando  g,  i  punti  t,  V  generano  due  punteggiate  projettive;  i  due 
punti  comuni  a  queste  daranno  le  due  rette  appoggiate  alle  quattro  rette  G,  H,  K,  T.  Cioè  la  super- 
ficie di  cui  si  tratta  è  di  second' ordine. 

(***)  Ne  segue  che  la  superficie  è  anche  determinata  da  due  Uireltrici  e  da  tre  punti  fuori  di  que- 
ste ;  perchè  condotte  le  generatrici  per  questi  tre  punti,  si  avranno  le  tre  coppie  di  punti  corrispondenti 
necessarie  e  sufficienti  per  individuare  le  punteggiate  projettive. 

(f)  Se  osserviamo  che  ogni  direttrice  ha  un  punto  all'infinito  pel  quale  dee  passare  una  gene- 
ratrice, troviamo  che  nell'iperboloide  gobbo  ogni  direttrice  ha  la  sua  parallela  fra  le  generatrici.  11  pia- 
no che  contiene  due  rette  parallele,  una  direttrice  e  una  generatrice, è  tangente  in  un  punto  all'infinito, 
epperò  dicesi  piano  assintoto.  Ma  nel  paraboloide  gobbo  il  pi^no  all'infinito,  essendo  tangente 
alla  superficie,  contiene  una  generatrice  nella  quale  sono  i  punti  all'infinito  di  tutte  le  direttrici  e  una 
direttrice  nella  quale  sono  i  punti  all'  infinito  di  tutte  le  generatrici.  Perciò  in  questo  caso  ogni  piano 
assintoto  sega  la  superficie  secondo  una  sola  retta  a  distanza  finita  ;  e  tutti  i  piani  assintoli  formano 
due  fasci  di  piani  paralleli. 

(tt)  Perchè  i  punti  all'infinito  delle  due  punteggiate  essendo  punti  corrispondenti,  la  superficie  ha 
una  generatrice  a  distanza  infinita. 
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Ed  anche  le  rette  intersezioni  dei  piani  corrispondenti  di  due  fasci  projel- 
tìvi  formano  una  superficie  di  second'  ordine.  Perctó  nn  piano  arbitrario  seghe- 
rà i  piani  de'  due  fasci  secondo  rette  formanti  due  stelle  projellive,  i  raggi 
corrispondenti  delle  quali  intersecandosi  formeranno  una  curva  di  second' ordine; 
cioè  la  superficie  di  cui  si  tratta  è  segata  da  un  piano  qualunque  lungo  una 
curva  di  second'  ordine  (*). 

Se  le  due  rette  date,  nelle  quali  sono  le  due  serie  projettive  di  punti 
0  per  le  quali  passano  i  due  fasci  projettivi  di  piani,  giacciono  in  uno  stesso 
piano,  la  superficie  generata  sarà  un  cono  quadrico  avente  il  vertice  nel  punto 
comune  alle  rette  date  (5). 

27.  Se  da  un  punto  o  fissato  nello  spazio  come  polo  si  tiri  una  tras- 
versale qualunque  ad  incontrare  una  data  superficie  quadrica  in  due  punti  a^a.^, 
e  si  prenda  il  punto  m  coniugato  armonico  di  o  rispetto  ad  a^a.,,  quale  sarà 
il  luogo  dei  punti  m  corrispondenti  a  tutte  le  trasversali  che  escono  da 
0?  Ogni  trasversale  contiene  un  solo  punto  m;  e  questo  punto  non  può 
mai  cadere  in  o^  finché  o  si  supponga  non  situato  nella  superficie.  Dunque 
il  luogo  cercato  è  di  prim'  ordine ,  ossia  un  piano.  Lo  chiamano  il  piano 
polare    del  polo  o  C^*). 

Se  il  punto  0  è  preso  sulla  superficie,  una  delle  intersezioni  aiOo  coinci- 
derà col  polo;  onde  per  tutte  le  trasversali  che  incontrano  la  superficie  in 
un  secondo  punto  distinto  da  o,  il  coniugato  armonico  m  cadrà  in  o.  Ma  se 
la  trasversale  diviene  tangente  in  o  alla  superficie,  allora,  coincidendo  insieme 
il  polo  e  i  due  punti  a^a=.,  il  punto  m  diviene  indeterminato  e  può  essere 
uno  qualimque  della  trasversale  (***)  ;  cioè  il  luogo  del  punto  m  sarà  il 
luogo  delle  rette  che  toccano  in  o  la  superficie.  Dunque,  se  il  polo  è  un 
punto  della  superficie,  il  piano  polare  è  il  piano  che  la  tocca  in  questo 
punto.  Viceversa  un  punto  non  può  giacere  nel  suo  piano  polare  senza  essere 
un  punto  della  superficie. 

Se  nella  trasversale  che  contiene  i  quattro  punti  omaiO^  si  considera 
m  come  polo,  il  punto  coniugalo  armonico  sarà  o;  cioè  se  il  piano  polare 
di  0  passa  per  m ,  viceversa  il  piano  polare  di  m  passerà  per  o .  Onde,  se 
è  dato  un  piano  e  si  prendono  i  piani  polari  di  tre  suoi  punti,  il  punto  ove 
concorrono  questi  tre  piani  sarà  il  polo  del  piano  dato.  Il  quale  non  potrà  mai 
avere  due  poli  diversi  o^ ,  o.^  (t)  ;  perchè  se  la  retta  o^o.^  incontra  la  qua- 
drica in  a^a.j  ed  il  piano  in  tn ,  il  punto  m  non  può  avere  due  diversi  punti 
coniugati  armonici  rispetto  alla  stessa  coppia  a^a.^. 

Così  avviene  che  ogni  punto  dello  spazio  ha  il  suo  piano  polare  e  vice- 
versa ogni  piano  ha  il  suo  polo.  Tutl'  i  punti  che  giacciono  in  un  piano  fisso 
hanno  i  loro  piani  polari  passanti  pel  polo  del  piano  fìsso,  e  tutti  i  piani 
passanti  per  un  punto  fisso  hanno  i  loro  poli  nel  piano  polare  del  punto 
fisso. 


(*)  Steiner  Systematische  Entwickelung  der  AbhSngigkeit  geometrischer  Gestalten  von  einan- 
(ler  (Berlin  1832)  §  51. 

(**)  Evidcntemenle  un  piano  condotto  ad  arbitrio  per  0  sega  il  piano  polare  secondo  una  retta  che 
e  la  polare  di  o  rispetto  alla  conica,  sezione  della  superficie. 

(***)  Introd.  17. 

(t)  Ciò  nel  caso  generale  che  la  quadrica  non  abbia  un  punto  doppio.  Vedi  la  prima  nota  all'art.  30. 
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28.  Siano  M,  N  i  piani  polari  di  due  punti  m,  n.  Ciascun  punto  del-  , 
la  retta  MN ,  essendo  situato  in  entrambi  i  piani  il/,  N,  avrà  il  suo  piano 
polare  passante  per  m  e  per  n,  cioè  per  la  retta  mn;  dunque  il  luogo  di  un 
punto  i  cui  piani  polari  passino  per  una  retta  fissa  imi  è  un'  altra  retta  MN- 
li  piano  polare  di  un  punto  qualunque  di  J/iV  passa  per  ógni  punto  della  f?in; 
dunque  il  piano  polare  di  qualunque  punto  della  mn  passerà  per  la  retta  MN; 
ossia  le  rette  mn ,  31N  sono  così  tra  loro  connesse  che  ciascuna  contiene  i 
poli  dei  piani  passanti  per  1'  altra  e  giace  nei  piani  polari  dei  punti  dell'  al- 
tra. Due  rette  aventi  tra  loro  questa  relazione  diconsi  coniugate  o  reci- 
proche  rispetto  alla  quadrica,  ovvero  anche   polari   1' una  dell'altra. 

Ogni  retta  ha  la  sua  coniugata.  Se  una  retta  R  passa  per  un  punto  ih , 
la  coniugata  R'  giacerà  nel  piano  M  polare  di  m ,  e  viceversa  (*).  Dunque 
tutte  le  rette  passanti  per  m  hanno  per  coniugate  tutte  le  rette  del  piano  M; 
per  conseguenza  due  rette  coniugate  non  possono  essere  insieme  in  un  piano 
M  senza  passare  tutte  e  due  pel  polo  m.  Ma  in  questo  caso  m  è  un  punto 
della  superficie,  M  è  il  piano  tangente;  e  le  due  rette  coniugate  sono  en- 
trambe tangenti  alla  superficie.  Viceversa,  se  una  retta  tocca  la  quadrica  in  m, 
la  coniugata  sarà  nel  piano  31  tangente  in  m;  e  siccome  la  prima  retta  gia- 
ce anch'essa  in  M ,  la  seconda  passerà  pur  essa  per  m;  cioè  le  due  rette 
saranno  tangenti  alla  superficie  nello  stesso  punto.  Dunque  una  retta  in  gene- 
rale non  incontra  la  sua  coniugata;  ma  se  ha  luogo  l'incontro,  le  due  rette 
sono  tangenti  in  uno  stesso  punto  alla  superficie. 

Le  rette  tangenti  in  m  alla  superficie  sono  coniugate  a  due  a  due,  epperò 
formano  un'  involuzione  (  di  secondo  grado  (**)  ).  Questa  avrà  due  raggi  dop- 
pi, cioè  vi  sono  fra  quelle  tangenti  due  rette  coniugate  a  sé  medesime.  Una 
retta  coniugata  a  sé  stessa  è  situala  nei  piani  polari  de'  suoi  punti,  cioè  ha 
tutt' i  suoi  punti  giacenti  ne'  rispettivi  piani  polari  epperò  nella  superficie; 
vale  a  dire,  una  retta  coniugata  a  sé  stessa  è  necessariamente  una  retta 
situata  nella  superficie.  Dunque  i  raggi  doppi  dell'  involuzione  formala  dalle 
tangenti  coniugate  in  m  sono  le  rette  della  superficie  incrociate  in  m .  Ne  ri- 
sulta che  due  tangenti  coniugate  formano  sistema  armonico  colle  rette  della 
superficie  incrociate  nel  punto  di  contatto. 

Se  la  quadrica  è  un  cono^  i  due  raggi  doppi  dell'  involuzione  coincidono 
nella  generaliice  che  passa  pel  punto  che  si  considera.  Questa  generatrice  è 
coniugala  non  solo  a  sé  stessa,  ma  anche  a  qualunque  retta  tangente  al  cono 
in  un  punto  di  essa. 

29.  Cerchiamo  ora  di  qual  classe  (16)  sia  una  superficie  di  second' ordine. 
1  piani  tangenti,  passanti  per  una  retta  data  R,  avranno  i  loro  poli  (i  punti 
di  contatto)  sulla    retta    coniugala  R' ;  dunque    tanti    sono  i  piani    che  per  R 


(*)  Dicesi  centro  il  polo  del  piano  all'infinito;  in  esso  si  bisecano  tulle  le  corde  della  super- 
ficie che  vi  passano.  Diametro  è  una  retta  la  cui  coniugata  è  tutta  a  distanza  infinita,  cioè  una 
retta  passante  pel  centro.  Un  piano  dicesi  diametrale  quando  lia  il  polo  all'infinito.  Un  diametro 
e  un  piano  diametrale  diconsi  coniugati  quando  il  secondo  contiene  la  retta  coniugata  al  primo;  il 
piano  divide  per  mela  le  corde  parallele  al  diametro.  Tre  diametri  diconsi  coniugati  quando  cia- 
scuno d'  essi  è  coniugato  al  piano  degli  altri  due. 

{**)  IntTod.  25. 
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si  ponno  condurre  a  toccare  la  superficie  quante  le  intersezioni  di  questa 
con  R.  Una  superficie  di  second'  ordine  è  dunque  di  seconda  classe. 

Se  le  intersezioni  m,  m'  della  superficie  con  R  coincidono,  coincideranno 
anche  i  piani  tangenti  in  m^  n»' ,  cioò  i  piani  tangenti  che  passano  per  R. 
Ma  in  questa  ipotesi  le  rette  R,  R'  sono  tangenti  coniugate  (28);  dunque 
una  tangente  non  è  soltanto  la  retta  che  unisce  due  punti  infinitamente  vicini, 
ma  è  anche  l'intersezione  di  due  piani  tangenti  consecutivi;  e  di  due  tangenti 
coniugate  ciascima  è  l'intersezione  de' piani  che  toccano  la  superficie  ne' pun- 
ti infinitamente  vicini  situati  nelT  altra. 

30.  Condotta  per  un  punto  o  dello  spazio,  preso  come  polo  (27),  una 
retta  che  tocchi  la  superficie  in  un  punto  a  (  rappresentante  le  due  interse- 
zioni flia.j  )  ^  il  punto  coniugato  armonico  m  cadrù  anch'esso  in  a;  cioè  a 
sarà  nn  punto  del  piano  polare  di  o  (*).  Dunque  il  luogo  dei  punti  in  cui 
la  quadrica  è  toccata  da  rette  uscenti  dal  polo  è  la  curva  (  di  second' ordine  ) 
intersezione  della  superficie  col  piano  polare.  La  tangente  in  a  a  questa  cur- 
va,  essendo  una  retta  situata  nel  piano  polare^  avrà  per  sua  coniugata  la  ret- 
ta ao  diretta  al  polo;  e  il  piano  di  queste  due  rette  sarà  simultaneamente 
tangente  in  a  alla  quadrica  e  lungo  oa  al  cono  luogo  delle  rette  ao.  Questo 
cono,  che  è  di  second'  ordine  (  perchi^  una  sua  sezione  piana  è  di  second'  or- 
dine ),  diccsi    circoscritto   alla  quadrica   (**). 

Dunque  il  luogo  delle  rette  passanti  per  un  punto  dato  e  tangenti  alla 
superficie  quadrica,  ossia  1'  inviluppo  dei  piani  passanti  per  lo  stesso  punto 
dato  e  tangenti  alla  superficie,  è  un  cono  di  second' ordine  (***)  ;  la  curva  di 
contatto  è  piana  ;  ed  il  piano  di  essa  è  il  piano  polare  del  vertice  del  cono. 
Viceversa,  i  piani  tangenti  alla  superficie  ne'  punti  di  una  sezione  piana  invi- 
luppano un  cono  il  cui  vertice  è  il  polo  del  piano  della  sezione  (f). 


(*)  Donde  segue  che,  se  la  quadrica  data  ò  un  cono  di  vcrlicc  V,  il  piano  polare  di  qualurniue  po- 
lo ((  passa  per  V.  Questo  piano  polare  non  cambia  se  il  polo  si  muove  sulla  retta  oV;  in  falli  il  pia- 
no polare  i  in  questo  caso  il  luogo  della  retta  coniugala  armonica  di  OV  rispetto  alle  due  generatrici 
del  cono  clic  si  ottengono  segandolo  con  un  piano  variabile  intorno  ad  ov .  Se  ov  si  muove  in  un  piano 
fisso  (passante  pel  vertice),  il  piano  polare  roterà  intorno  ad  una  retta  i  cui  punti  sono  i  poli  del  pia- 
no fisso.  Rilroviamo  cosi  quel  sistema  di  rette  e  di  piani  polari,  clic  ^\ìi  avevamo  dedotto  dalla  teoria 
delle  coniche  (5).  Il  piano  polare  del  vertice  è  evidinlfminU-  iri.lcUMminato. 

(**)  Se  due  quadriche  si  toccano  lungo  una  curva,  c|Mosla  ;■  nico<;sariamonte  piana.  In  fatti,  se  a, 
b,  e  sono  tre  punti  della  curva  di  contatto,  il  piano  abc  semini  à  le  due  superficie  secondo  due  coniche 
che,  avendo  tre  punti  di  contatto  fra  loro,  necessariamente  coincidono.  All' infuori  di  questa  conica  di 
contatto,  le  due  superlicie  non  hanno  alcun  punto  comune  (20).  Un  piano  condotto  per  una  tangcnlc  di 
questa  conica  segherà  le  due  quadriche  secondo  due  coniche  aventi  un  contatto  quadripunto  (22). 

(***)  Dunque  i  piani  passanti  per  un  punto  fisso  e  per  le  rette  che  congiungono  i  punti  corrispon- 
denti di  due  date  rette  punteggiate  projellive  (26)  inviluppano  un  cono  quadrico  (Steiner  System. Ent. 
pag.  187). 

(f)  Di  qui  risulta  che  i  piani  assintoli  (i  piani  tangenti  ne' punti  all'infinito)  inviluppano  un 
cono  il  cui  vertice  e  il  polo  del  piano  all'infinito  cioè  il  centro  della  superficie.  Se  ne  conclude  una 
regola  somplirissima  per  trovare  il  centro  dell'iperboloide  del  quale  siano  date  tre  direttrici.  Hacubttb 
Einige  Ilcmcil!Uiif;ni  uhcr  Flàchen  sweiter  Ordnung  (G.  di  Creile  t.  1;  1826)  p.  345. 

tomliinanclo  il'  teorema  dell'art.  30  con  quelli  degli  art.  27  e  28, possiamo  dire  che, se  il  vertice  di 
un  cono  circoscritto  ad  una  quadrica  data  si  muove  descrivendo  una  reità  o  un  piano,  il  piano  della 
curva  di  contatto  passerà  costantemente  per  una  retta  fissa  o  per  un  punto  fisso  :  proposizione  dovuta  a 
MoscE  (Geometrie  descriptive  art.  40). 
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Snpcrfìcic  di  classe  qnalDiiqne.  Polari  reciproclie. 


31.  Sia  a  un  punto  qualunque  di  una  data  superficie,  Af  il  piano  tangente 
in  quei  punto;  e  ftui ,  fift-i ,  ufi-r^  siano  punti  successivi  in  questo  piano,  in 
tre  diverse  direzioni ,  cioè  fi^,  ,  ^^^ ,  fiu-  siano  tre  tangenti  in  fi .  Se  si  fa 
passare  pei  punti  ;<.,  f/j ,  ft.,  una  supertìcie  di  second' ordine,  questa  sarà  toccata 
in  (i  dal  piano  HI ,  epperò  essa  conterrà  anche  il  punto  ^i-^ ,  qualunque  sia  Ja 
direzione  ff/i^  (  nel  piano  M  )  ;  cioè  le  due  superficie  avranno  in  /i  il  piano 
tangente  comune.  Suppongasi  ora  che  la  superficie  data  venga  segata  da  un 
piano  passante  per  f/u,,  da  un  altro  piano  per  ««.^  e  da  un  terzo  piano  per 
yLfjL-,  in  modo  che  ne  risultino  tre  curve,  nelle  quali  siano  ft',,  ft'^,  {ì -  i  pun- 
ti consecutivi  a  /(//| ,  [iul-i,  ««-,  •  Allora,  se  si  imagina  che  l'anzidetta  quadri- 
ca  sia  obbligata  a  passare  anche  pei  punti  fi',,  fi'^ ,  f/'j ,  le  due  superficie  si 
osculeranno  in  « ,  cioè  le  sezioni  delle  medesime^  ottenute  con  un  piano  con- 
dotto ad  arbitrio  per  yi,  avranno  ivi  un  contatto  tripunto  (19),  e  in  particolare 
le  rette  osculatrici  alla  superficie  qualsivoglia  giaceranno  per  disteso  nella  qua- 
drica.  Per  conseguenza^  le  due  superficie  avranno  il  piano  tangente  comune, 
non  solamente  in  tx, ,  ma  anche  in  ciascuno  de' punti  ;<, ,  f^^  >  ih.i  •••  imnie- 
diatamente  consecutivi  a  ft.  Quindi^  come  avviene  per  la  superficie  quadrica, 
così  anche  per  la  superficie  qualsivoglia  ogni  retta  tangente  in  fi  sarà  l'in- 
tersezione di  due  piani  tangenti  consecutivi,  i  cui  punti  di  contatto  saranno 
situati  in  un'altra  tangente;  e  viceversa  nei  due  punti  consecutivi  comuni  alla 
prima  tangente  ed  alla  superficie,  questa  sarà  toccata  da  due  piani  passanti 
per  la  seconda  tangente.  Cioè  le  tangenti  in  fi  alla  superficie  qualsivoglia  sono 
coniugate  a  due  a  due  per  modo  che  di  due  coniugate  ciascuna  contiene 
i  punti  di  conlatto  de'  due  piani  tangenti  consecutivi  che  passano  per  1'  al- 
tra (*).  Le  coppie  di  tangenti  coniugate  formeranno  un'  involuzione  i  cui  raggi 
doppi  saranno  le  rette  della  quadrica,  cioè  le  osculatrici  della  superficie  qual- 
sivoglia. 

Se  fi  è  un  punto  parabolico  per  la  data  superficie,  ivi  coiucideranno  le 
due  rette  osculatrici,  epperò  la  quadrica  osculatrice  sarà  un  cono.  In  ft  e  nel 
punto  fi'  successivo  a  ^^.  nella  retta  osculatrice  (  cioè  nella  generatrice  del  cono) 
le  due  superficie  hanno  il  piano  tangente  comune;  ma  il  cono  è  toccato  in 
fi  e  in  fi'  dallo  stesso  piano;  dunque  il  piano  che  tocca  in  ft  la  superficie 
data  la  tocca  anche  in  \.ì .  Un  piano  tangente  in  un  punto  parabolico  è  dun- 
que da  risguardarsi  come  un  piano  tangente  in  due  punti  infinitamente  vicini; 
a  cagione  della  quale  proprietà  dicesi  piano  stazionario.  Siccome  in 
questo  caso  ogni  tangente  in  fi  è  coniugata  alla  retta  osculatrice,  così  il  piano 
tangente  in  qualunque  punto  consecutivo  a  fi  passerà  per  quest'  ultima  retta  (**). 

Se  due  superficie  si  toccano  in  un  punto  a,  le  loro  tangenti  coniugate 
formeranno  due  involuzioni,  e  siccome  queste  hanno    una  sola   coppia  di  raggi 


(*)  Ddpin  Développements  p.  44. 

(**)  Salmon  On  the  condition  that  a  piane  should  touch  a  surface  ecc.  (  Ca 

t.   3;  1848)  p.  45. 
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coniugali  comuni  (*),  così  le  due  superficie  avranno  in  generale  una  sola  cop- 
pia di  tangenti  coniugale  comuni.  Che  se  vi  fossero  due  coppie  di  tangenti  con- 
iugate comuni,  le  due  involuzioni  coinciderebbero  ;  ogni  tangente  avrebbe  la 
stessa  coniugata  rispetto  ad  entrambe  le  superficie,  alle  quali  per  conseguenza 
sarebbero  comuni  anche  le  rette  osculalrici. 

32.  S'  imagiuino  ora  tutte  le  rette  che  da  un  dato  punto  o  dello  spazio 
si  possono  condurre  a  toccare  una  superficie  data  qualsivoglia,  sulla  quale  i 
punti  di  contatto  formeranno  una  certa  curva.  Se  ^^  y!  sono  due  punti  con- 
secutivi di  questa,  le  rette  o^t,  fifi  ,  essendo  tangenti  coniugate  per  la  qua- 
drica  osculatrice  in  // ,  saranno  tali  anche  per  la  superficie  qualsivoglia.  Il  piano 
che  tocca  in  fi  questa  supei-ficie^  toccherà  lungo  o^  il  cono  che  le  è  circo- 
scritto, cioè  il  cono  formato  dalle  tangenti  condotte  da  o.  Questo  cono  è 
dunque  l' inviluppo  dei  piani  che  si  possono  condurre  per  o  a  toccare  la  su- 
perficie. 

33.  Le  cose  suesposte  mostrano  che  una  superficie  d'  ordine  qualunque 
può  anche  essere  definita  come  inviluppo  de' suoi  piani  tangenti.  Un  invi- 
luppo si  può  risguardare  come  generato  da  im  piano  che  si  muova  conti- 
nuamente nello  spazio  secondo  una  legge  tale  che  una  retta  arbitraria  giaccia 
in  un  numero  discreto  di  posizioni  del  piano  variabile  (**).  La  superficie-invi- 
luppo dicesi  della  classe  n  (***)  quando  per  una  retta  arbitraria  passano  n 
de'  suoi  piani  (  reali,  imaginari,  ecc.  ) .  Onde  se  per  una  retta  passassero  più 
di  n  piani  tangenti  ad  una  superficie  della  classe  n,  tutl' i  piani  passanti  per 
la  medesima  retta  apparterrebbero  all'  inviluppo,  cioè  la  retta  giacerebbe  per 
intero  nella  superficie. 

L'  inviluppo  di  prima  classe  è  un  semplice  punto. 

1  piani  tangenti  d'  una  superficie  di  classe  n  che  passano  per  tm  punto 
fisso  inviluppano  un   cono  circoscritto  della  stessa  classe. 

Si  dirà  che  una  retta  è  tangente  alla  superficie  in  un  piano  J|/  (tan- 
gente alla  superficie  medesima  ),  quando  due  dei  piani  tangenti  passanti  per 
essa  coincidono  in  M.  Siano  R,  R'  due  rette  tangenti  nel  piano  M,  e  il 
punto  fi  ad  esse  comune  si  consideri  come  vertice  di  un  cono  circoscritto. 
Siccome  due  de'  piani  tangenti  che  si  possono  condurre  al  cono  per  R  o  per 
R'  coincidono  in  M ,  così  questo  è  un  piano  bitangente  del  cono  e  rappresenta 
due  piani  tangenti  (  al  cono  e  quindi  anche  alla  superficie  )  consecutivi  per 
qualunque  altra  retta  condotta  per  fi  nel  detto  piano;  cioè  tutte  queste  rette 
saranno  tangenti  nel  piano  M  alla  superficie.  Donde  risulta  che  le  rette  le 
quali  toccano  la  superficie  nel  piano  M  (  cioè  le  rette  per  le  quali  M  rappre- 
senta due  piani  tangenti  consecutivi)  passano  per  uno  stesso  punto  fi,  che 
dicesi  punto  di  contatto  del  piano  M  colla  superficie.  Fra  quelle  rette 
ve  ne  sono  due,  le  generatrici  di  contatto  del  cono  col  piano  bitangente,  per 
le  quali  M  rappresenta  tre  piani  tangenti  consecutivi..  Le  tangenti  poi  saranno  con- 


(*)  Introd.  25  b. 

(**)  Ossia  in  modo  die  liiUe  le  successive  posizioni  del  piano  mobile  si  possano  ottenere  dalle 
variazioni  di  due  parametri  indipendenti.  Dunque  una  superficie-inviluppo  (escluse  le  sviluppabili)  è  una 
serie   doppiamente    infinita    di    piani. 

(***)  Cergonne  Rectification  de  quclqucs  Ihéorémes  eie.  (Ann.  Gerg.  t.  18;  1827-28)  p.  151. 
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iugate  a  due  a  due^  in  modo  che  di  due  coniugale  ciascuna  contenga  i  punti  di 
contatto  de'  piani  tangenti  consecutivi  che  passano  per  1'  altra.  E  i  raggi  dop- 
pi dell'  involuzione  formala  da  queste  coppie  di  tangenti  saranno  le  rette  per 
le  quali  M  rappresenta  tre  piani  tangenti  consecutivi.  Ossia,  queste  rette  sono 
le  stesse  che  hanno  in  fi  un  contatto  tripunto  colla  superficie   (16). 

34.  Per  tal  modo  una  superficie  qualunque  può  essere  considerala  e  co- 
me luogo  di  punti  e  come  inviluppo  di  piani.  Applicando  le  con- 
siderazioni precedenti  ad  una  superficie  di  seconda  classe  (  una  superficie  alla 
quale  si  possano  condurre  due  piani  tangenti  per  una  retta  arbitraria  ),  tro- 
viamo che  j  piani  tangenti  che  passano  per  un  punto  a  della  superficie  invi- 
luppano un  cono  di  seconda  classe  dotato  di  un  piano  bitangente  HI;  ossia 
quei  piani  passano  per  due  rette  G,  G'  incrociate  in  ;ì  e  situate  nel  piano  3/ 
che  tocca  ivi  la  superficie  (5).  Ciascuna  di  queste  rette,  essendo  posta  in  in- 
finiti piani  tangenti,  giacerà  per  disteso  nella  superficie. 

Un  piano  condotto  ad  arbitrio  per  G  sarà  un  piano  tangente  alla  super- 
ficie e  quindi  segherà  questa  secondo  una  nuova  retta  E' .  Similmente  ogni 
piano  passante  per  G  conterrà  un'altra  retta  H  della  superficie.  In  questa  esi- 
stono adunque  due  sistemi  di  rette  generatrici  {G,n,  ...)j  {GjÈ',  ...); 
e  per  ciascun  punto  della  superficie  passa  una  retta  dell'  uno  ed  una  retta 
dell'  altro  sistema. 

Di  quale  ordine  è  la  superficie?  Ciò  equivale  a  domandare  quante  gene- 
ratrici di  uno  stesso  sistema  sono  incontrate  da  una  retta  arbitraria.  Per  que- 
sta retta  passano  due  soli  piani  tangenti,  cioè  due  soli  piani  ciascun  de'  quali 
contenga  una  generatrice  del  sistema;  dunque  una  superficie  di  seconda  classe 
è  anche  di  second'  ordine. 

In  un  piano  arbitrariamente  dato  0  si  tiri  comunque  una  trasversale,  per 
la  quale  passeranno  due  piani  ^i^o  tangenti  ad  una  data  quadrica  (  superficie 
di  seconda  classe  e  second'  ordine  )  ;  sia  poi  M  il  piano  coniugato  armonico 
di  O  rispetto  ad  AiA.^.  Siccome  per  ogni  posizione  della  trasversale  non  si 
ha  che  un  solo  piano  M ,  e  siccome  M  non  può  coincidere  col  piano  0,  sup- 
posto che  questo  non  sia  tangente  alla  superficie,  così  1'  inviluppo  di  tutti  i 
piani  analoghi  ad  il/  è  di  prima  classe,  ossia  tutti  quei  piani  passeranno  per 
un  punto  fisso  o. 

Se  la  trasversale  è  condotta  in  modo  che  tocchi  la  superficie  in  un  pun- 
to a  (della  sezione  fatta  dal  piano  0),  i  piani  A^A.,  coincideranno  in  un  so- 
lo, cioè  nel  piano  A  tangente  in  a;  epperò  anche  il  piano  M  coinciderà 
con  A .  Dunque  i  piani  che  toccano  la  superficie  ne'  punti  della  sezione  fattavi 
dal  piano  0  passano  tutti  per  o.  Ne  segue  che  o  è  il  polo  del  piano  0  se- 
condo la  definizione  data  altrove  (27). 

35.  Ciascuno  avrà  notato  che  il  ragionamento  corre  qui  affatto  parallelo 
a  quello  che  si  è  tenuto  per  la  superficie  considerata  come  luogo  di  punti,  e 
tuttavia  senza  che  1'  una  investigazione  presupponga  necessariamente  1'  altra. 
Ciò  costituisce  la  legge  di  dualità  geometrica,  in  virtù  della  quale 
accanto  ad  una  proprietà  relativa  a  punti,  rette,   piani,    ne    sussiste  un'altra 
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analoga  relativa  a  piani,  rette,  punti  (*).  Le  due  proprietà  si  chiamano  re- 
(•  i  p  r  0  e  !i  e  . 

Però,  invece  di  diraor-lrare  due  teoremi  reciproci  indipendenleniente  1'  uno 
dall'altro,  ovvero  di  concludere  l'uno  dall'altro  invocando  la  legge  di 
dualità,  ammessa  a  priori  come  principio  assoluto,  si  può 
anche  ricavare  I'  un  teorema  dall'  altro  per  mezzo  della  teoria  dei  poli  relativi 
ad  una  data  superficie  di  second'  ordine.  Data  una  figura ,  se  di  ogni  punto  , 
di  ogni  retta  e  di  ogni  piano  in  essa  prendiamo  il  piano  polare,  la  retta  con- 
iugata ed  il  polo  (  rispetto  alla  quadrica  fissa  ),  ollerrenio  una  seconda  figura, 
nella  quale  i  punti,  le  rette,  i  piani  corrisponderanno  ordinatamente  ai  piani, 
alle  rette,  ai  punti  della  prima.  Ai  punti  di  una  retta  corrisponderanno  i  piani 
per  un'altra  retta;  cioè  ad  una  retta  punteggiata  corrisponderà  un  fascio  di 
piani  ;  ed  è  evidente  che  queste  due  forme  saranno  projellive,  onde  il  rapporto 
anarmonico  di  quattro  punti  in  linea  retta  sarà  eguale  a  quello  de'  quattro 
piani  corrispondenti. 

Due  figure  così  fatte  diconsi  polari  reciproche.  Ad  un  teorema 
relativo  all'  una  corrisponderà  il  teorema  reciproco  relativo  all'  altra.  Per  tal 
modo  la  legge  di  dualità  si  presenta  come  una  conseguenza  della  teoria  delle 
superficie  di  second' ordine  (metodo  delle   polari  reciproche)  (**). 

36.  Se  nella  prima  figura  un  punto  descrive  una  superficie  S  d'  ordi- 
ne n,  nella  seconda  il  piano  corrispondente  si  conserverà  tangente  ad  una  su- 
perficie S'  di  classe  n  (***).  Ad  un  punto  p  della  prima  superficie  corri- 
sponderà un  piano  P'  tangente  ad  S'  ;  ed  alle  rette  tangenti  in  p  ad  S  corri- 
sponderanno le  .rette  tangenti  ad  S'  in  P'.  Ma  le  prime  tangenti  giacciono 
nel  piano  P  che  tocca  5  in  p;  e  le  seconde  passano  pel  punto  p  ove  S'  è 
toccata  da  P'  ;  dunque  il  piano  P  è  precisamente  quello  che  corrisponde  al 
punto  p.  Donde  segue  che,  se  nella  seconda  figura  un  punto  descrive  la  su- 
perficie S',  il  piano  corrispondente  si  manterrà  tangente  alla  superficie  5;  ep- 
però,  se  ò'  è  della  classe  m ,  S'  sarà  dell' ordine  m.  E  così  appare  manifesta 
la  perfetta  reciprocità  fra  le  superficie  S,  S',  che  a  cagione  di  ciò  diconsi 
p  0 1  a  r  i    r  e  e  i  p  r  0  e  h  e   (t) . 

37.  Se  nella  prima  figura  è  data  una  sviluppahile  S,cioè  una  serie  sem- 
plicemente infinita  di  piani,  ad  essa  corrisponderà  nella  seconda  figura  una  se- 
rie semplicemente  infinita  di  punti ,  ossia  una  curva  S'  (  e  viceversa  ad  una 
curva  corrisponderà  una  sviluppabile).  Alle  generatrici  di  S,  cioè  alle  rette 
per  ciascuna  delle  quali  passano  due  piani  tangenti  consecutivi,  corrisponde- 
ranno le  rette  che   uniscono    due    punti   consecutivi  di  S',  cioè  le   tangenti  di 


(*)  Gebgojuie  Considérations  philosophiqucs  sur  Ics  élóinens  de  la  scicnce  de  l'^tendue{  Ann. 
Gcrg.  t.  16;  1825-26  )  p.  209.  Chaslbs  AperfU  hislorique  sur  l'origine  et  te  dévctnppement  dei 
méthodes  en  geometrie  (M6m.  conronnés  par  1' Acad.  de  Bruxelles,  t.   11  ;  1827  )  Noles  5  et  31. 

(**)  PoNCKLET  Mémoirc  sur  la  théorie  generale  des  polaires  réciproques  (C.  di  Creile  l.  J, 
1829). 

(***)  Dunque,  se  il  polo  descrive  una  superficie  di  second'  ordine,  il  piano  polare  invilupper."! 
un'altra  superficie  dello  stesso  ordine.  I.ivkt  FropriMés  des  surfaces  du  second  dcgré;  e  Drunchon 
Mimoire  sur  les  surfaces  du  second  degré  (Journ.  de  ì'éc.  polyl.  cali.  IO,  1800). 

(f)  MoNcE  Mémoire  (inédil)  sur  les  surfaces  réciproques  (vedi  Aperfu,  Note  30). 

Abbiamo  gih  veduto  il8)  (inanti  punti  sono  necessari  per  individuare  una  superficie-luogo  d'ordi- 
ne n  .  Lo  stesso  numero  di  piani  tangenti  individuerà  una  superficie-inviluppo  di  classe  n  . 
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questa  curva.  Ai  punti  di  una  generatrice  di  2  corrisponderanno  i  piani  che 
passano  per  la  corrispondente  tangente  di  2',  cioè  i  piani  che  toccano  S'  in 
uno  stesso  punto.  Onde,  come  una  svihippabile  è  una  serie  doppiamente  infi- 
nita di  punti,  cioè  un  caso  particolare  delle  superficie-luoghi,  così  una  curva 
è  una  serie  doppiamente  infinita  di  piani,  cioè  un  caso  particolare  delle  su- 
perficie-inviluppi. 

Sia  P  un  piano  tangente  di  2,  p'  il  punto  corrispondente  di  2'.  Il  pia- 
no P  conterrà  due  generatrici  consecutive  di  2,  e  al  punto  p  comune  ad 
esse  corrisponderà  il  piano  P'  determinato  dalle  due  tangenti  consecutive  di  2' 
incontrantisi  in  p  ;  ossia  al  punto  p  della  curva  cuspidale  di  2  corrisponderà 
il  piano  P'  osculatore  a  2'  in  p.  Dunque,  se  un  punto  percorre  la  curva  cu- 
spidale di  2j  il  piano  corrispondente  si  manterrà  osculatore  a  2',  cioè  in- 
vilupperà la  sviluppabile  osculatrice  di  2'.  Ai  puiìli  ove  concorrono  due  ge- 
neratrici non  consecutive  di  2  corrisponderanno  i  piani  che  contengono  due 
tangenti  non  consecutive  di  2'_,  cioè  alla  curva  nodale  di  2  corrisponderà  la 
sviluppabile  bitangente  di  2' 5  ecc.  Epperò  se  per  2,  r  è  l'ordine,  m  la  clas- 
se, n  l'ordine  della  curva  cuspidale,  x  l'ordine  della  curva  doppia,  a  il  nu- 
mero de'  piani  stazionari,  g  il  numero  delle  rette  situale  in  un  piano  qualun- 
que per  ciascuna  delle  quali  passano  due  piani  tangenti,  ecc.  ;  la  curva  2'  sa- 
rà dell'  ordine  m,  la  sua  sviluppabile  osculatrice  sarà  dell'  ordine  r  e  della 
classe  n,  la  sua  sviluppabile  bitangente  sarà  della  classe  x;  2'  avrà  a  punti 
stazionari  e  g  corde  concorrenti  in  un  punto  arbitrario,  ecc. 

Se,  come  caso  speciale,  la  sviluppabile  2  è  un  cono,  cioè  se  tutti  i  pia- 
ni della  serie  passano  per  un  punto  fisso^  i  punti  corrispondenti  saranno  tutti 
in  un  piano  fisso,  cioè  2'  sarà  una  curva  piana  (*). 

38.  Assunte  di  nuovo  le  superficie  reciproche  5,  S' ,  alle  sezioni  piane 
dell'  una  corrisponderanno  i  coni  circoscritti  all'  altra.  Se  la  superficie  S  ha 
un  punto  doppio  ove  sia  osculata  da  iiirìiiite  rette  formanti  un  cono  quadrico, 
S'  avrà  un  piano  tangente  doppio  nel  quale  coincideranno  due  piani 
tangenti  per  ogni  retta  tracciata  in  esso  ad  arbitrio,  e  tre  per  ciascuna  delle 
tangenti  di  una  certa  conica,  che  è  una  curva  di  contatto  fra  il  piano  e  la 
superficie.  Quel  cono  può  decomporsi  in  due  piani  distinti  (punto  hip  la- 
na re)  0  coincidenti  (punto  uniplanare),  così  questa  conica  potrà  de- 
generare in  due  punti  distinti  (piano  bitangente)  0  consecutivi  (piano 
stazionario  (31)  ). 

In  generale,  se  S  ha  un  punto  {r)''^°,  cioè  un  punto  che  rappresenti  r 
intersezioni  riunite  con  una  retta  condotta  per  esso  ad  arbitrio,  ed  r  -1-  1  in- 
tersezioni riunite  per  le  generatrici  di  un  certo  cono  osculatore  d'ordine  r ; 
S'  avrà  un  piano  tangente  (r)'''",  ossia  un  piano  che  terrà  luogo  di  r  piani 
tangenti  coincidenti  per  una  retta  tirala  in  esso  ad   arbitrio,  e  di  r  -t-  1   piani 


(*)  LlVET  e  Brianchon  I.  e. 

Se  2  è  un  cono  quadrico,  S'  sarà  una  conica.  Perciò,  come  un  cono  quadrico  è  un  caso  particolare 
fra  le  superficie  di  secondo  ordine,  cosi  una  conica  e  un  caso  particolare  fra  le  superfìcie  di  seconda 
classe.  Si  oUiene  questo  caso  quando  in  uno,  epperò  in  lutti  i  piani  tangenti  le  due  rette  osculatrici 
coincidono  in  una  sola  retta  (  clie  è  tangente  alla  curva  ).  Tulli  i  piani  die  passano  per  questa  retta 
hanno  lo  stesso  punto  di  contatta. 
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langenli  coincidcnli  per  ciascuna  reità  toccala  da  una  certa  curva  (  curva  di 
contatto  )  di  classe  r .  E  secondochù  il  cono  osculatore  si  spezza  in  coni 
minori  od  anclic  in  piani,  così  la  curva  di  contatto  si  decomporrà  in  curve  di 
classe  inferiore  od  anche  in  punti. 

Come  un  luogo  d'  ordine  n  avente  un  punto  (n)''^''  è  un  cono,  così  un 
inviluppo  di  classe  n  dotato  di  un  piano  tangente  (n)'''°  sarà  una  curva 
piana  (*). 

39.  Ad  una  curva  S'  tracciata  sopra  S'  corrisponderà  una  sviluppabi- 
le S  formata  da  piani  tangenti  di  5  (sviluppabile  circoscritta  ad  5);  ed  alla 
curva  dei  punti  di  contatto  fra  2  ed  S  corrisponderà  la  sviluppabile  formata 
dai  piani  tangenti  ad  S'  ne'  punti  di  2',  cioù  la  sviluppabile  circoscritta  ad  S' 
lungo  S',  Se  2'  è  una  curva  doppia  per  S' ,  àod  una  curva  ciascun  punto 
della  quale  sia  biplanare  per  la  superficie,  la  sviluppabile  2  sarà  bitangente 
per  S,  cioè  sarà  formata  da  piani,  ciascuno  avente  due  punti  distinti  di  con- 
tatto con  5.  Se  2'  ò  una  curva  cuspidale  per  5'^,  cioè  una  curva  in  ciascun 
punto  della  quale  la  superficie  abbia  due  piani  tangenti  coincidenti,  la  svilup- 
pabile 2  sarà  osculatrice  ad  S,  cioè  sarà  formata  da  piani  ciascuno  avente 
due  punti  consecutivi  di  conlatto  con  S.  Questi  piani  sono  quelli  che  diconsi 
stazionari  ed  i  cui  punti  di  contatto  sono  i  punti  parabolici  della  super- 
ficie (31). 

Alla  curva  lungo  la  quale  si  segano  due  superficie  S,  T,  corrisponderà 
la  sviluppabile  formata  dai  piani  tangenti  comuni  alle  superficie  corrispondenti 
S',  T'  (*.*)  ;  ai  punii  comuni  a  tre  superficie  corrisponderanno  i  piani  che 
toccano  le  tre  superficie  corrispondenti  ;  alle  superficie  che  passano  per  una 
stessa    curva  le  superficie  toccate  da  una  slessa  sviluppabile,  ecc. 

Se  due  superficie  5,  T  si  toccano  in  un  punto  p,  cioè  se  hanno  un  pun- 
to comune  p  collo  stesso  piano  tangente  P,  le  superficie  reciproche  S',  T 
avranno  il  piano  tangente  comune  P'  collo  stesso  punto  di  contatto  p' ,  ossia 
anche  S'  ,  T  si  toccheranno  in  un  punto  p' .  Se  S,  T  si  toccano  lungo  una 
curva,  anche  S',  T'  si  toccheranno  lungo  un'  altra  curva,  ecc. 

40.  Se  due  superficie  d'  ordine  n  hanno  in  comune  una  curva  d'  ordi- 
ne nr  situata  sopra  una  superficie  d'ordine  r  {r<.n),  esse  si  segheranno  inol- 
tre secondo  un'altra  curva  d'ordine  n[n  —  r)  situata  in  una  superficie  d'or- 
dine n  —  r  (***).  Da  questo  teorema  si  ricava,  col  metodo  delle  polari    reci- 


(*)  Più  avanti  si  vedrà  che,  se  una  superficie  lia  un  punto  doppio,  per  esso  devono  passare  quattro 
superficie  (polari)  le  quali,  nel  caso  che  la  superficie  sia  affatto  generale  nel  suo  ordine,  non  hanno  al- 
cun punto  comune.  Donde  segue  che  la  superficie  piìi  generale  di  un  dato  ordine  non  ha  punti  doppi. 
Affinchè  un  piano  tocchi  la  superficie  in  un  punto,  in  due  punti  (distinti  o  consecutivi),  in  Ire  punti 
(s'intenda  che  i  punti  di  contatto  non  sono  dati),  bisogna  sodisfare  ad  una,  line,  tre  condizioni.  Ora 
un  piano  è  appunto  determinato  da  tre  condizioni  ;  dunque  una  superficie  generale  nel  suo  ordine  avrà 
una  serie  iscmplicemente)  infinita  di  piani  bitangenti,  una  scric  (semplicemente)  infinita  di  piani  stazio- 
nari, ed  un  numero  finito  di  piani  tritangenti. 

Reciprocamente:  una  superficie  affatto  generale  nella  sua  classe  non  avrà  piani  tangenti  multipli, 
bensì  infiniti  punti  biplanari  formanti  una  curva  nodale,  infiniti  punti  uniplanari  formanti  wni  curva  cu- 
spidale, ed  un  numero  finito  di  punti  triplanari  (  pimti  tripli  colle  rette  osculatrici  in  tre  piani). 

(**)  Abbiamo  trovato  quanti  punU  individuano  la  curva  comune  a  due  superficie  d'ordini  «i,  flj; 
altrettanti  piani  tangenti  individueranno  la  sviluppabile  circoscritta  a  due  superficie  di  classi  n^,  tì^. 

("*■**)  Si  dimostra  questo  teorema  tagliando  le  superficie  proposte  con  un  piano  arbitrario,  ed  os- 
servando die  per  le  curve  che  ne  risultano  ha  luogo  il  teorema  :  se  dne  curve  d'  ordine  n  si  segano 
in  nr  punti  situati  in  una  curva  d'ordine  r,  esse  avranno  altri  «(n  —  r)  punti  comuni  giacenti  in  una 
curva  d'ordine  n  —  r  (Introd.  43.) 


proche  qiiest'  altro:  se  due  superficie  di  classe  n  sono  inscritte  in  una  svi- 
luppabile della  classe  nr ,  nella  quale  sia  anche  inscritta  una  superficie  della 
classe  r,  vi  sarà  un'altra  sviluppabile  della  classe  n(n  —  r)  che  sarà  circo- 
scritta alle  due  superficie  di  classe  n  e  ad  una  nuova  superficie  di  classe  n  —  r  . 

P.  e.  per  n  =  2  ,  r  =  1   si  ha  : 

Se  due  quadriche  passano  per  una  stessa  curva  piana,  esse  si  segheranno 
secondo  un'  altra  curva  piana  (*).  E  se  due  quadriche  sono  inscritte  in  uno 
slesso  cono  (  necessariamente  di  secondo  ordine  )  esse  avranno  un  altro  cono 
circoscritto  comune. 

Due  quadriche  si  segano  in  generale  secondo  una  curva  gobba  del  quarto 
ordine.  Ma  se  hanno  una  retta  (direttrice)  comune,  la    loro    rimanente  interse- 


(*)  Ciò  avviene  quando  le  due  quadriche  si  tocoano  in  due  punU  a,  b  non  situali  sopra  una  retta 
punii  a,  6  saranno  doppi  pi-r  la  intersezione  completa  delle  due  supeificie  (19);  quindi  il 
piano  condotto  per  ab  e  per  un  altro  punto  comune  ad  esse  le  segherà  secondo  una  stessa  conica,  per- 
chè due  coniche  aventi  tre  punti  comuni  e  in  due  di  questi  le  slesse  tangenti  coincidono.  Cosi  il  piano 
condotto  per  ab  e  per  un  nuovo  punto  comune,  non  situato  nella  conica  anzidetta,  segherà  le  due  su- 
perficie seronilo  un'  altra  conica.  Viceversa,  se  due  quadriche  hanno  una  epperò  due  coniche  comuni, 
queste  sì  segheranno  in  due  punti  (nella  retta  intersezione  de' loro  piani),  ne' quali  le  superficie  si  toc- 
cheranno. 

La  proposizione  reciproca  è  che,  se  due  quadriche  sì  toccano  in  due  punti  (non  situati  sopra  una 
retta  comune),  esse  sono  inscritle  in  due  coni  ì  cui  vertici  si  trovano  nella  retta  intersezione  de' piani 
A,  B  tangenti  in  quei  punti;  e  viceversa,  se  due  quadriche  sono  inscritte  in  uno  epperò  in  due  coni, 
esse  si  toccheranno  in  due  punti,  ecc. 

Dalla  combinazione  delle  due  proposizioni  reciproche  segue  che,  se  due  quadriche  passa- 
no   per    due    curve    piane,    sono    anche    inscritte    in    due    coni,    e    viceversa. 

Un  teorema  un  po' più  generale  è  il  seguente:  quando  due  quadriche  sono  inscritte 
in  una  stessa  quadrica,  esse  hanno  due  coniche  comuni.  In  fatti,  le  due  curve  di 
contatta  si  segheranno  in  due  punti,  situali  nella  retta  comune  ai  loro  piani;  in  ciascuno  di  questi  pun- 
ti le  tre  quadriche  si  toccano,  epperò  ha  luogo  la  proprietà  enunciata.  I  piani  delle  due  coniche  comuni 
alle  prime  due  quadriche  passeranno  pei  due  punti  di  contatto,  cioè  per  la  retta  intersezione  dei  piani 
delle  curve  di  contatto  colla  terza  quadrica.  Dal  teorema  reciproco  si  ricava  inoltre  che  i  vertici  dei  due 
coni  circoscritti  simnitaneamenle  alle  due  prime  superficie  sono  in  una  stessa  retta  coi  vertici  dei  coni 
circoscritti  separatamente  alle  medesime  lungo  le  loro  curve  di  contatto  colla  terza  superficie.  Viceversa, 
se  due  quadriche  si  segano  secondo  due  coniche,  esse  sono  inscriUe  simultaneamente  in  infinite  altre 
quadriche,  fra  le  quali  vi  sono  due  coni,  ecc.  Queste  proprietà  delle  superficie  di  second'  ordine  sono 
dovute  a  Monge  (  Correspondance  sur  I' école  polyt.,  t.  2,  p.  321  e  seg.).  Cfr.  Poncelet  Propriétés 
projectives  des  fìgures  (Paris  1822)  suppl. 

Siano  ^1,02,^3  tre  quadriche  toccantisi  negli  stessi  punii  a  ,  6  ;  ed  A^Bi,  A^B^,  AjB^i  le  cop- 
pie di  piani  (  passanti  per  a6  )  contenenti  le  coniche  nelle  quali  si  segano  (ìj  e  Q^,  Q3  «  Oh  Qi  e  Q^. 
Siano  poi  AB  i  piani  f  anch' essi  passanti  per  ab)  ne' quali  sono  le  coniche  comuni  a  Qi  e  ad  una  co- 
nica qualunque  Q  del  l'ascio  (^j,  ^3);  dico  che  le  coppie  di  piani  {A^B,^,  A3B3  ,  AB,  ...)  sono  in 
involuzione.  In  fatti,  un  piano  A  condotto  ad  arbitrio  per  ab  segherà  Qy  secondo  una  conica  tangente 
in  a  e  6  a  tutte  le  superficie  del  fascio  {Q^,  Q3);  onde  la  quadrica  di  questo  fascio  passante  per  un 
punto  arbitrario  di  quella  conica  la  conterrà  per  intiero;  e  questa  quadrica  segando  Q^  secondo  una 
nuova  conica  ne  individua  il  piano  B.  I  piani  A,  B  si  determinano  r  un  l'altro  nello  stesso  modo, 
dunque  ha  luogo  la  proprietà  enunciata.  Fra  le  superficie  del  fascio  (Q2,  Q3)  e' è  quella  formata  dai 
piani  AiBi,  per  la  quale  i  corrispondenti  piani  AB  coincidono  cogli  stessi  A^Bi;  dunque  le  tre  coppie 
di  piani  AjBj,  A^B^,  A3B3  sono  in  involuzione. 

Questo  teorema  conduce  ad  una  proprietà  delle  superficie  d'ordine  qualunque.  Date  due  superficie 
che  si  tocchino  in  un  punto  a,  si  cerchino  le  rette  che  ivi  toccano  la  curva  intersezione  di  quelle.  Evi- 
dentemente si  può  in  questa  ricerca  sostituire  a  ciascuna  superficie  una  quadrica  osculatrice  in  a  ,  per- 
chè se  un  piano  per  a  segherà  le  due  quadriche  osculatrici  secondo  curve  aventi  ivi  almeno  tre  punti 
coincidenti  comuni,  avrà  luogo  un  contatto  Iripunto  anche  fra  le  sezioni  fatte  dallo  stesso  piano  nelle 
superficie  date.  Siccome  poi  una  quadrica  osculatrice  ad  una  superficie  data  in  un  punto  dato  non  è 
soggetta  che  a  sei  condizioni,  e  quindi  può  sodisfare  a  tre  altre  condizioni  arbitrarie,  cosi  jiolremo  sup- 
porre che  le  due  quadriche  si  tocchino,  non  solo  in  a,  ma  anche  in  un  altro  punto  6.  Allora  le  due 
quadriche  si  segheranno  secondo  due  coniche  i  cui  piani  intersecheranno  il  piano  tangente  in  a  lungo 
le  rette  domandate  (Olivier  Sur  la  coìistruction  des  tangentes  en  un  point  multiple  etc.  (J.  de 
l'éc.  polyt.  cah.  21,  1832;  p.  307)  ).  Se  poi  si  hanno  tre  superficie  toccantisi  in  a,  il  teorema  pre- 
messo intorno  alle  quadriche  dà  come  corollario,  che  le  coppie  di  tangenti  in  a  alle  tre 
curve  nelle  quali  si  segano  le  superficie  prese  a  due  a  due,  sono  in  invo- 
luzione   (  Chasles  AperfU  Note  IO). 
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zione  sarà  una  curva  gobba  del  terzo  ordine  (cubica  gobba),  che  in- 
contra quella  retta  in  due  punti  (*).  Questa  curva  si  può  ottenere  come  I  u  o- 
go  del  punto  in  cui  s'incontrano  tre  piani  corrispondenti 
di  tre  fasci  projetlivi  di  piani.  Le  rette  lungo  le  quali  si  segano 
i  piani  corrispondenti  del  primo  e  del  secondo  fascio  formano  un  iperboloide; 
così  il  primo  ed  il  terzo  fascio  generano  un  altro  iperboloide;  e  i  due  iper- 
boloidi, avendo  in  comune  1'  asse  del  primo  fascio,  si  segheranno  inoltre  se- 
condo una  curva  (gobba)  del  terzo  ordine. 

L' enunciato  reciproco  esprimerà  che  due  quadriche  sono  in  generale 
inscritte  in  una  sviluppabile  di  quarta  classe  formata  dai  loro  piani  tangenti 
comuni.  Ma  se  le  due  quadriche  hanno  una  retta  comune,  i  piani  tangenti  co- 
muni che  non  passano  per  questa  invilupperanno  una  sviluppabile  di  terza 
classe,  due  piani  tangenti  della  quale  passano  per  la  retta  suddetta  (**).  Que- 
sta sviluppabile  può  essere  ottenuta  come  inviluppo  del  piano  che 
passa  per  tre  punti  corrispondenti  di  tre  rette  punteg- 
giate  projettive,  non  situale  in  uno  stesso  piano. 


Sistemi    lineari. 

41.  Si  dimostra  per  le  superficie,  come  per  le  curve  piane  (***),  che  i 
gruppi  di  punti  ne'  quali  una  retta  arbitraria  incontra  le  superficie  di  un  fascio 
d'  ordine  n  formano  un'  involuzione  di  grado  n  ("j").  Questa  involuzione  ha 
2(ji —  1)   punti  doppij  dunque: 

In  un  fascio  d'  ordine  n  vi  sono  2(n  —  1)  superficie  che 
toccano    un  arettadata 

Un  piano  segherà  le  superficie  d'  \\n  fascio  secondo  curve  formanti  un 
altro  fascio  i  cui  punti-base  saranno  le  intersezioni  del  piano  trasversale  colla 
curva-base  del  primo  fascio.  Ora  in  un  fascio  di  curve  piane  d'  ordine  n  ve 
ne  sono  3(n  —  1)-  dotate  di  punto  doppio  (tt)  ?  dunque: 


(*)  Questa  decomposizione  della  curva  di  quarto  ordine  Iia  limilo  qiinndo  le  due  superficie  si  toc- 
cano in  due  punti  situati  in  mia  retta  (direttrice)  comune.  Ogni  pi.iiKi  pi<isanlc  per  questa  retta  segherà 
le  due  quadriche  secondo  due  generatrici  (una  per  ciascuna  supcrliiii),  e  il  lungo  del  punto  comune  a 
queste  due  rette  sarà  la  linea  che  insieme  colla  direttrice  data  Inrnia  la  completa  intersezione  delle  su- 
perficie. Questa  linea  dovrà  adunque  essere  di  Icrz'ordìnc  ed  incontrerà  la  direttrice  nei  due  punti  ove 
le  quadriche  si  toccano. 

(**)  Ciò  accade  quando  le  due  superficie  si  toccano  in  due  punti  di  una  retta  (direttrice)  comune. 
Dunque,  se  due  quadriche  passano  per  una  stessa  cubica  gobba,  esse  saranno  inscritte  in  una  slessa  svi- 
luppabile di  terza  classe,  e  viceversa. 

Per  un  punto  qualunque  della  retta  comune  pas»  una  generatrice  della  prima  ed  una  generatrice 
della  seconila  quadrica.  Il  piano  delle  due  generatrici  ha  per  inviluppo  la  sviluppabile  di  terza  classe. 
I  piani  tangenti  di  questa  corrispondono  projctlivamenlc  ai  punti  di  una  retta.  Si  noti  inoltre  che  questa 
sviluppabile  non  può  avere  piani  doppi  o  stazionari:  perchè  il  punto  in  cui  un  piano  cosi  fallo  incontra 
altri  due  piani  tangenti  qualunque  giacerebbe  in  quattro  piani,  il  che  contraddice  all'esser  la  sviluppabile 
di  terza  classe.  Dunque  le  caratteristiche  di  questa  saranno  (141 

m=.-{,  n  =  3,  r=4,  a  =  o,  p=0,  g=\ ,  h=\ ,  a;  =  0,  j/=0. 
Vedi  la  iiii.i  iiiiiiiona  Sur  Ics  cubiques  gatiches  (Nouv.  Annaics  de  Malli.  2.  sèrie,  t.  1,  Paris  1862). 

(*+'         Illtl.Hl.      i'I. 

(f  \m.i,i,,i,m  II'  superficie  (dello  stesso  ordine)  di  una  serie  semplicemente  infinita  sono  incon- 
trate il;i  i|ii,iliiiii|iii'  rctla  in  gruppi  di  punti  in  involuzione,  quelle  superficie  appartengono  ad  uno  stes- 
so fascio,  perchè,  in  virtù  dell'ipotesi,  un  punto  dello  spazio  giacerà  in  una  sola  o  in  tutte  le  superficie 
della  serie. 

(tt)  Introd.   83. 
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In  un   fascio   d'ordine  n  vi  sono  3(n  —  1)-  superficie  tan-- 
genti  ad   un    piano    dato. 

42.  Chiameremo  sistema  lineare  di  genere  m  e  d'ordine  nla 
serie  (  m  volte  infinita)  delle  superficie  d'ordine  n  che  sodisfanno  ad  iV(n)  —  m 
condizioni  comuni  tali  che,  presi  m  punti  ad  arbitrio  nello  spazio,  per  essi 
passi  una  sola  superficie  soggetta  alle  condizioni  predette  (*). 

Per  m  =  1  ,  2,  3,  la  serie  si  chiama  ordinatamente  fascio,  rete  e 
sistema    lineare    in  senso  stretto  (**). 

43.  Dalla  precedente  definizione  segue  tosto  che  quelle  superficie  d'un  siste- 
ma lineare  di  genere  m,  le  quali  passano  per  r  punti  dati  ad  arbitrio^  formano 
un  sistema  lineare   (minore)  di  genere  m  —  r ,  compreso  nel  sistema    proposto. 

Quelle  superficie  dello  stesso  primo  sistema,  che  passano  per  altri  r'  pun- 
ti dati,  costituiranno  un  altro  sistema  lineare  (minore)  di  genere  m—r'.  Se  i 
due  gruppi  di  r  ed  r'  punti  hanno  s  punti  comuni,  e  se  r-r-r  —s<m,,  le 
superficie  passanti  per  gli  r -i- r' —  s  punti  distinti  formeranno  un  sistema  li- 
neare di  genere  m— r  — r'-hs,  che  sarà  compreso  tanto  nel  sistema  di  ge- 
nere m  —  r  quanto  in  quello  di  genere  m  —  r'.  Se  poi  r  -4-  r'  —  $  =  m ,  al- 
lora gli  r-^r'  —  s  punti  distinti  determineranno  una  superficie  unica  che  sarà 
comune  ai  due  sistemi  minori  di  genere  m  —  r,  m  —  r'  (***). 

Un  sistema  lineare  di  genere  m  è  determinalo  da  m  +  1  superficie  (  del- 
lo stesso  ordine  )  che  non  appartengano  ad  un  medesimo  sistema  lineare  di  ge- 
nere inferiore.  Siano  in  fatti  [7,  ,  lì.,,. .  Um  +  i  le  m  ■+■  1  superficie  date,  e  si  cer- 
chi la  superficie  del  sistema  che  passa  pei  punti  o, ,  o.t  , . .  o,,,  •  Le  coppie  di  su- 
perficie (U\U-2)  ,  (U[Ur,)  ,. .  (U\V,„  +  i)  individuano  m  fasci  ne' quali  vi  saranno 
m  superficie  passanti  tutte  per  o,„-  Suppongansi  che  queste  m  superficie  indi- 
viduino un  sistema  lineare  di  genere  m  —  1  ;  quella  superficie  di  questo  sistema 
che  passa  anche  per  oi ,  0.,,  ..  o„, _,  sarà  la  domandata.  Così  è  provato  il  teo- 
rema per  m  purché  sussista  per  m  —  1  ;  ma  esso  ha  luogo  evidentemente  per 
m  =  1  ,  dunque  ecc.  (f). 


(*)  JoNQuiÈEEs  Étude  sur  les  singularités  des  surfacts  algébriques  (  C.  di  Liouville,  serie  2 
t.  7;   1862). 

(**)  I  piani  passanti  per  una  reUa  formano  un  fascio;  i  piani  passanti  per  nn  punto  fisso  formano 
una  relè;  e  luti' i  piani  nello  spazio  formano  un  sistema  lineare  (in  senso  stretto). 

(***)  Di  qui  si  ricava  p.  e.  die  due  fasci  compresi  in  una  rete  hanno  una  superfìcie  comune;  elle 
un  fascio  ed  una  rete  compresi  in  un  sistema  lineare  (in  senso  strettoi  hanno  una  superficie  comune; 
che  due  reti  comprese  in  un  sistema  lineare  (in  senso  stretto  )  hanno  infinite  superficie  comuni  formanti 
un  fascio  ;  ecc. 

(•{•)  Se  1*1  =  0,  l'5=i0,...  t/„-t-i  =  0  sono  le  equazioni  delle  superficie  date,  tutte  le  superficie 
del  sistema  saranno  rappresentate  dall'equazione  ftil'i -t- Ajl72  "•"  •  •  "*"^'m-H  il'm -i- i  =  0  ,  o^e  lefesono 
parametri  arbitrari.  Quest'equazione  fa  vcdeie  die  una  superficie  qualunque  del  sistema  fa  parte  del  fa- 
scio, determinato  da  due  superficie,  l'una  appartenente  al  sistema  lineare  (minore)  di  genere  r — 1, 
ftiT) -I- A-.,r2 -(- . . -t-^vtv  =  0,  e  l'altra  al  sistema  lineare  (minore)  di  genere  m  —  r, 
ftr-»-  il'r-i-  1  -H  *:,-!- 2*^^-4-  2  -t-  ••  -i-*^™-!-  1  t'm -1- 1  =  0  •  Ossia,  Se  le  superficie  date  si  separano  in  due 
gruppi,  l'uno  di  r  e  l'altro  di  m  —  r -*- 1  superficie,  che  individueranno  due  sistemi  lineari  minori  (di 
generi  T —  1,  m — r);  e  se  si  prende  ad  arbitrio  una  superficie  dal  primo  sistema  minore  ed  una  dal 
secondo,  come  individuanti  un  fascio,  tutte  le  superficie  del  fascio  apparterranno  al  sistema  completo;  e 
viceversa,  tutte  le  superficie  del  sistema  completo  potranno  essere  ottenute  in  questo  modo.  P.  e. ,  fallo 
r^l,  si  ha  che  una  superficie  qualunque  del  sistema  sega  t.'|  =  0  secondo  una  curva  per  la  quale  pas- 
sa una  superficie  del  sistema  minore  individualo  dalle  r2=:0,   V^^O,  ..   r„^_i  =  0. 

Dalle  cose  che  precedono  risulla  inoltre  che,  se  in  un  dato  sistema  lineare  si  assumano  r-t-1  su- 
perficie (non  appartenenti  ad  un  sistema  di  genere  r —  I  )  come  individuanti  un  sistema  di  genere  T, 
tutte  le  superficie  di  questo  sistema  apparterranno  anche  al  sistema  dato. 

É   anche   evidente   che  ,  se   le  superficie   individuanti    un    sistema     lineare    hanno   un   punto  co. 
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44.  Due  sistemi  lineari  dello  stesso  genere  m  si  dicono  projettivi 
quando  le  siipeilìcie  dell'  uno  coiiispondono  alle  superficie  dell'  altro,  ciascuna 
a  ciascuna ,  in  modo  che  alle  su|)erficie  dei  primo  sistema  formanti  un  sistema 
minore  d'  ordine  in  —  r  corrispondano  supcillcie  del  secondo  sistema  formanti 
un  sistema  minore  dello  stesso  ordine  m  —  r.  1  due  sistemi  minori  corrispon- 
denti saranno  evidentemente  projettivi. 

Siccome  un  fascio  è  una  serie  semplicemente  infinita  di  elementi^  così 
la  corrispondenza  projettiva  di  due  fasci  sarà  determinata  da  tre  coppie  di 
superficie  corrispondenti,  date  o  fissale  ad  arbitrio  (*).  In  generale,  se  per  due 
sistemi  lineari  di  genere  m  si  assumano  le  superficie  del  primo  f/,  ,U-i,.  .U,„  +  i 
(  non  appartenenti  ad  un  sistema  inferiore  )  come  corrispondenti  ordinatamente 
alle  superficie  del  secondo  F,  ^  F., , . .  Tm  +  ^  (  <lel  pari  non  appartenenti  ad  un 
sistema  minore),  e  se  inoltre,  delta  u,-  una  superficie  del  fascio  (£/,.[/,„+,)  e 
v,.  una  superficie  del  fascio  (F,F„j+i),  si  assumano  le  superficie  m,  ,  u._, ,..  u,„ 
Borae  corrispondenti  alle  v^,  v.,,..  Vm  rispetlivamenle,  la  relazione  projettiva 
fra  i  due  sistemi  proposti  sarà  pienamente  determinata,  cioè  ad  un'  altra  su- 
perficie qualunque  del  primo  corrisponderà  una  individuata  superficie  del  secon- 
do sistema.  In  fatti  una  superficie  quaiunciue  del  primo  sistema  fa  parte  (43) 
del  sistema  minore  d'  ordine  m  —  1  determinato  da  superficie  che  appartengo- 
no rispettivamente  ai  fasci  (UiUm+\),  {U^U,„  +  i),- ■  {UmU,„+ì)-  Siano  queste 
superficie  le  m,  ,m2,..u,„.  I  fasci  (u,u.s),  (UrUs),  appartenendo  ad  una  stessa 
rete  {UrUsUm+\),  hanno  una  superficie  comune  alla  quale  corrisponderà  la  su- 
perficie comune  ai  fasci  {v,Vs),  (VrVg).  Per  tal  modo  i  sistemi  minori  {uiu.y.  .u,„), 
(viv.,.  .v„i)  sono  nelle  stesse  condizioni  supposte  pei  sistemi  dati;  cioè  il  teore- 
ma enuncialo  avrà  luogo  pei  sistemi  di  genere  m ,  purché  sussista  pei  sistemi  di 
genere  in  —  1  .  Ma  esso  si  verifica  pei  fasci,  cioè  per  m  :=  1  ^  dunque  ecc.  (**). 


Superficie   invilapi>auti. 

45.  Data    una    serie  (  semplicemente    infinita  )  di    superficie    d'  ordine    n 
soggette  ad  N(n)  —  1    condizioni   comuni,  queste  superficie    si    potranno  consi- 


roune ,  questo  giacerà  in  tutte  le  superficie  del  sistema.  Cosi,  per  m=t,  le  superficie  d'un  fa- 
scio d'ordine  n  passano  per  una  stessa  curva  d'ordine  n^  ;  epperò  le  superficie  di  un  sistema  lineare 
di  genere  m ,  le  quali  passano  per  m — 1  punti  dati  ad  arbitrio,  si  segano  lungo  una  curva  d'ordi- 
ne n'.  Per  m  :=  2 ,  le  superficie  di  una  rete  hanno  in  generale  n^  punti  comuni,  epperò  le  superficie 
di  uu  sistema  di  genere  m,  le  quali  passano  per  m — 2  punti  dati  ad  arbitrio,  si  segano  in  altri 
n3_jn-4-2  punii.  (  IiKi.inin  in  generalo,  pi'r.liò  la  base  di  una  rete  può  anche  essere  una  curva, 
neccssanaiMcMlf  irnnliiu'  niiiinro  ili?i-;p.  e.  li-  iinailnche  passanti  per  sette  punti  dati  formano  una  rete 
e  non  iKiniiii  ici  ^iiui.ilc  ilii'  un' oliavo  piinlo  ciiniiine;  ma  se  i  sette  punti  dati  giacciono  in  una  cubica 
gobba,  i|iii'sl.i  Sila  sitii.il,!  in  liillc  le  iiii.nlriilic  .IcH^i   irlr  ). 

SiriiMiic  iiii.i  n  !■■  !■  iii.lniiiii.il.i  il.i  In-  Mi[ir'i  In  ir,  i  mm  per  i,-li  «'punti  comuni  a  tre  superficie  d'or- 
punti,  iliinipir  p.T  .\  Ji  —  ■:  limili  il.iti  p.issn-.'i  iiii.i  nir  ili  -mimi  ini.'  il. ■Ile  sli'«n  online;  tre  qualunque 
di  quc;!.'  Mipriliiir  -.i  si-li.  imiiiih  in  )i '•  punii,  nimpiiM  i  .lih,  .■  iirr  i|ni";li?l'  punti  passeranno  infinite 
superficie  dello  stesso  online,  noè  liiKe  qiiellf  che  rnntcngnno  i  punii  iI.tIÌ.  Dunque  tutte  le  superficie  d'or- 
dine n  che  passano  per  .?>'(«)  — 2  punti  dati  si  segano  in  altri  n' —  A'(Ni -hS  punti  individuati  dai  primi. 
Ossia  iV(n)  —  2  punti  dati  ad  arbitrio  iuilividuano  tiitt' i  punti-base  di  una  rete  di  superficie  d'ordine  n. 
Tamé  Examen  des  differentcs  mithodes  etc.  Paris  1848.  —  PlUckkr  Recherches  sur  les  surfaces 
alg.  (Ann.  Cerg.  t.   19). 

(*)  Introd.  8.  

{**)   Supposto   che   alle    superllcie     r,=0,r5  =  0,  ..r„^i  =  0,   Ui  —  Vi  -t- 1'.,,  -4-  ,  =  0  . 
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derare  come  aitrettanle  posizioni  di  una  superficie  che  varii  di  sito  e  di  for- 
ma nello  spazio  secondo  una  data  legge  (*). 

Siano  S,  S',  S",  S'",...  superficie  consecutive  della  serie^,  ossia  succes- 
sive posizioni  della  superficie  mobile;  e  S  il  luogo  di  tutte  le  curve  analoghe 
ad  SS',  S'S"j  S"S"',...  La  superficie  2  è  segata  da  S'  lungo  le  due  curve 
consecutive  (  infinitamente  vicine  )  SS',  S'S" ,  ossia  2  è  toccata  da  S'  lungo  la 
curva  SS  "•  A  cagione  di  tale  proprietà  le  superficie  5  diconsi  inviluppate; 
2  dicesi  inviluppante;  ed  alle  curve  secondo  le  quali  si  segano  due  in- 
viluppate successive,  cioè  alle  curve  di  contatto  fra  P  inviluppante  e  le  invi- 
luppate, si  dà  il  nome  di    caratteristiche    dell'inviluppante  (**). 

Quando  le  superficie  S  sono  piani,  2  è  una  sviluppabile,  e  le  sue  carat- 
teristiche sono  le  rette  generatrici  (7). 

46.  La  superficie  2  è  evidentemente  il  luogo  di  un  punto  pel  quale  pas- 
sino due  inviluppale  consecutive.  Quindi  un  punto  nel  quale  si  seghino  due, 
tre,.,  coppie  distinte  di  inviluppate  successive,  vale  a  dire  duej  tre,.,  carat- 
teristiche distinte,  sarà  doppio  (  biplanare  ),  triplo  (  Iriplanare  ) ,. .  per  2  .  Que- 
sta superficie  avrà  dunque  in  generale  una  curva  doppia  o  nodale,  luogo  di  un 
punto  ove  si  seghino  due  caratteristiche  non  consecutive,  e  su  questa  curva  vi 
sarà  un  certo  numero  di  punti  tripli. 

Così  sarà  uniplanare  per  2  un  punto  nel  quale  si  seghino  due  caratte- 
ristiche consecutive.  Questa  superficie  avrà  dunque  una  curva  cuspidale,  luogo 
delle  intersezioni  delle  successive  caratteristiche:  curva  toccata  da  ciascuna  ca- 
ratteristica nel  punto  comune  a  questa  ed  alla  caratteristica  successiva. 

La  curva  cuspidale  è  il  luogo  di  un  punto  nel  quale  s'  incontrino  tre  in- 
viluppate successive.  Vi  potrà  essere  un  certo  numero  di  punti  ciascuno  dei 
quali  sia  situato  in  quattro  inviluppate  successive^  cioè  in  tre  caratteristiche 
consecutive;  tali  punti  saranno  evidentemente  punti  stazionari  per  la  curva  cu- 
spidale ed  apparterranno  anche  alla  curva  doppia  a  cagione  dell'  incontro  della 
prima  colla  terza  caratteristica.  E  i  punti  ne'  (juali  si  segano  due  caratteristi- 
che consecutive  ed  un'  altra  non  consecutiva  saranno  pimti  stazionari  della  cur- 
va doppia  e  giaceranno  anche  nella  curva  cuspidale. 

47.  Per  dare  un  esempio,  la  serie  delle  superficie  S  sia  tale  che  per  un 
punto  qualunque  dello  spazio  passino  due  di  queste  superficie.  Allora  la  su- 
perficie 2  sarà  il  luogo  de'  punti  pei  quali  le  due  superficie  S  coincidono. 
Ciascun  punto  della  superficie  2  essendo  situato  sopra  una  sola  inviluppata,  e 
precisamente  sopra  quella  che  tocca  2  nel  punto  suddetto,  ne  segue  che  tutt'  i 
punii  comuni  a  2  e  ad  un'  inviluppata  sono  punti  di  contatto  fra  le  due  su- 
perficie. Ma  la  curva  di  contatto  fra  2  ed  una  superficie  è  1'  intersezione  di 
questa  coli' inviluppata  consecutiva,  epperò  è  una  curva  d'ordine  n- ;  dunque 
2  sarà    una    superficie   d'ordine  2n.  In  essa    non  vi   è  né    curva    doppia    né 


u«  z^  Pì-^-  Un^  1  =  0,  . .  u^^  T7„-i-  Ur„^i=:0  del   primo   sistema  corrispondano  le  superfìcie 

r,  =  o,  r2  =  o,..  T'„-i-i  =  o,  Vi  =  Fi-i- F„^_i=o,  t'2=  r2-i-F„^_  1  =  0,  ..  ii^^  r^ 

-FF„.t-i^O  del  secondo,  due  siiperBcie   corrispondenti    qualunque   saranno   rappresentale   dalle    equa- 
zioni A-,t/', -t-fcof'j  -+- . .  -l-fc^^.  ,r„^_t  =  0  ,  fciF, -*-A-2F2-4-.  .-»-fr^^-  iF„^  ,  =  0. 

(*)  In  modo  che  le  successive  posizioni  della  superficie  mobile  dipendano   dai   valori  che  può  assu- 
mere un  parametro  variabile. 

(**)  MoNGE  App.  de  /'  analyse  à  la  géom.  §  vi. 
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curva  cuspidale,  perchè  nessun  punto  dello  spazio  è  situato  in  tre  (sole)  su- 
perficie S. 

Tre  inviluppate  si  segano  in  n'  punti  i  quali,  non  potendo  essere  situati 
in  un  numero  finito  di  superficie  della  serie,  maggiore  di  2 ,  saranno  necessa- 
riamente comuni  a  tutte  le  superficie  S.  In  ciascuno  di  questi  punti  S  è  toc- 
cata dai  piano  che  ivi  tocca  una  qualunque  delle  inviluppate;  dunque  tutti  quei 
punti  sono  doppi  per  la  superficie  2.  È  per  essi  '  passano  non  solo  le  super- 
ficie S ,  ma  anche  tutte  le  curve  di  contatto  fra  esse  e  1'  inviluppante. 

Siccome  la  curva  di  contatto  fra  2  ed  una  inviluppata  Sèi'  intersezione 
di  questa  superficie  coli'  inviliqipata  successiva,  così  la  delta  curva  (  cioè  una 
caratteristica  ((ualunque  di  S  )  sarà  la  base  d'  un  fascio  di  superficie  d'  or- 
dine n  (20).  Le  curve  di  contatto  di  due  inviluppate  qualisivogliano  hanno 
n'  punti  comuni  ;  quindi  la  superficie  d'  ordine  n  che  passa  per  la  prima  cur- 
va e  per  un  punto  arbitrario  della  seconda  avrà  con  questa  nP  -h  l  punti  co- 
muni, cioè  la  conterrà  per  intero.  Dunque  due  caratteristiche  (non  conse- 
cutive )  della  superficie  S  sono  situate  in  una  slessa  superficie  d'  ordine  n . 

Se  per  una  caratteristica  di  2  si  fa  passare  una  superficie  d'  ordine  n, 
questa  segherà  S  secondo  un'  altra  curva  d'  ordine  n'-.  Sia  x  un  punto  qua- 
lunque di  questa  curva  ;  la  superficie  d'  ordine  n  che  passa  per  la  caratteri- 
stica data  e  per  x  contiene  anche  la  caratteristica  che  passa  per  x.  Dunque 
ogni  superficie  d'  ordine  n  che  passi  per  una  caratteristica  segherà  S  lungo 
un'  altra  caratteristica. 

Tutte  le  superficie  analoghe,  ciascuna  delle  quali  sega  S  secondo  due 
caratteristiche,  passeranno  per  gli  n"  punti  doppi  dell' inviluppante.  Questi  pun- 
ti, risultando  dall'  incontro  di  tre  superficie  d' ordine  n ,  formano  la  base  d'  una 
rete  (43).  Viceversa  ogni  superficie  di  questa  rete  segherà  S  secondo  due  ca- 
ratteristiche. In  fatti  suppongasi  una  tal  superficie  determinata  da  due  punti  pre- 
si ad  arbitrio  in  2  ;  le  due  caratteristiche  che  passano  per  questi  punti  sono 
situate  in  una  stessa  superficie  d'ordine  n,  dunque  ecc.  Alla  rete  apparten- 
gono anche  le  inviluppate  5;  queste  sono  le  superficie  che  segano  2  secondo 
due  caratteristiche  consecutive. 


Superficie    gobbe. 


48.  Una  superficie  dicesi  rigata  quando  è  generata  dal  movimento  di 
una  linea  retta  ;  ossia  ima  superficie  rigata  è  una  serie  semplicemente  infinita 
di  rette  (generatrici). 

Quando  due  generatrici  consecutive  sono  sempre  in  uno  stesso  piano,  i 
punti  d'  intersezione  delle  successive  generatrici  formeranno  una  curva  le  cui 
tangenti  saranno  le  generatrici  medesime^  ossia  la  superficie  rigala  sarà  in  que- 
sto caso  una   sviluppabile. 

Le  superficie  rigate  non  sviluppabili  diconsi  gobbe   o  rettilinee  (*); 


(*)  Bellavitis  Geometria  descrittiva  (Padova  1851  )  p.  90. 
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vale  a  dire^  una  superficie  gobba  è  un  luogo  generalo  da  una  reità  due  posi- 
zioni successive  della  quale  non  siano  generalmente  in  uno  stesso  piano. 

La  superficie  gobba  di  second'  ordine  aiuuielle  due  sistemi  di  generatric 
rettilinee,  cioè  due  serie  scraplicemente  infinite  di  rette  (24). 

49.  Sia  S  una  data  superficie  gobba,  G  una  sua  generatrice,  fi  un  punto 
preso  ad  arbitrio  in  G;  e  siano  G.,  G"  le  generatrici  consecutive  a  G .  La 
retta  G  è  evidentemente  una  delle  osculatrici  alla  superficie  in  «  (16)  ;  onde 
il  piano  tangente  passerà  per  G^  qualunque  sia  il  punto  di  contano  ft.  La  ret- 
ta che  passa  per  (i  ed  incontra  G'  e  G" ,  contenendo  tre  punti  infinilamente 
vicini  della  superficie  sarà  la  seconda  osculatrice  e  determinerà^  insieme  con 
G,  il  piano  M  tangente  in  ^. 

Viceversa,  un  piano  qualunque  M  condotto  per  G  sarà  tangente  in  un 
punto  di  questa  generatrice.  La  retta  condotta  nel  piano  iH  in  modo  che  seghi 
G'  e  G',  incontrerà  G  nel  punto  di  conlatto  ji  (*). 

Per  tal  modo  è  manifesto  che,  lungo  la  generatrice  G,  ciascun  punto  ^ 
individua  un  piano  unico  31  e  viceversa  ogni  piano  M  individua  un  punto  fi. 
La  serie  dei  punti  ^  ed  il  fascio  dei  piani  J/ sono  adunque  due  forme  proiet- 
tive, epperò  il  rapporto  anarmonico  di  quattro  piani  tangenti  passanti  per  una 
stessa  generatrice  sarà  eguale  a  quello  dei  punti  di  contatto  (**). 

50.  Due  superficie  gobbe  abbiano  una  generatrice  comune  G.  Un  piano 
M  condotto  ad  arbitrio  per  G  toccherà  1'  una  in  un  punto  fi  e  1'  altra  in  un 
altro  punto  fi'.  Variando  31,  i  punti  fi,  fi!  formeranno  due  punteggiate  pro- 
jettive,  nelle  quali  due  punti  coincidono  coi  loro  rispettivi  corrispondenti  ;  dun- 
que le  due  superficie  si  toccheranno  in  due  punii  della  generatrice  comune. 
Epperò,  se  esse  si  toccassero  in  tre  punti  di  G ,  i  punti  fi,  (i'  coinciderebbero 
sempre^  cioè  le  due  superficie  si  toccherebbero  lungo  tutta  la  generatrice  co- 
mune (***). 

51.  Se  una  superficie  gobba  è  dell'ordine  n,  una  retta  arbitraria  incon- 
trerà n  generatrici,  ciascuna  delle  quali  determinerà  con  quella  un  piano  tan- 
gente. Sono  adunque  n  i  piani  tangenti  che  si  possono  condurre  per  la  retta 
arbitraria;  ossia  una  superficie  gobba  d'ordine  n  è  della  classe  n  e  vice- 
versa (■{■).  Per  abbracciare  insieme  il  concetto  d'  ordine  e  classe,  diremo  che 
una  superficie  gobba  è  del  grado  n  quando  una  retta  arbitraria  incontra  n 
generatrici. 

52.  Un  piano  M ,  che  tocchi  una  data  superficie  gobba  del  grado  n  in 
un  punto  ft,  segherà  la  superficie  secondo  una  generatrice  rettilinea  G  ed  una 
curva  d'  ordine  n  —  1  .  Questa  incontrerà  G  in  fi  ed  in  n  —  2  altri  punti, 
ciascun  de'  quali,  non  potendo  essere  un  effettivo  punto  di  contatto  fra  il  pia- 


(*)  La  superficie  S  e  l'iperboloide  delerminato  dalle  Ire  diretlrici  GG'G"  si  osculano  lungo  la  ret- 
ta G  ;  in  ogni  punto  di  questa  hanno  lo  stesso  piano  tangente  e  le  stesse  rette  osculatrici.  Ogni  altro 
iperboloide  passante  per  le  rette  GG'  avrà  lungo  G  un  contatto  di  pcimo  ordine  con  S  (HachktteSup- 
plément  à  la  géom.  descript,  de  Monge,  1811). 

(**)  Chasiks  Mémoire  sur  les  su'rfaces  engendrées  par  une  tigne  droite  etc.  (Correspondancc 
malh.  et  phvsiqiie  de  Bruxelles,  t.  11  ). 

(***)  HiCHETTE  1.  e;  Tratte  de  géom.  descriptive  (Paris  1822)  p.  84. 

(t)  Catley  On  the  theory  of  skew  surfaces  (  Camb.  a.  D.  Malli.  J.  t.  7;  1852). 

La  polare  reciproca  di  una  superfìcie  gobba  (rispetto  ad  una  quadrica  data)  è  un'altra  superficie 
gobba  dello  stesso  ordine  e  della  stessa  classe. 
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no  e  la  superficie^  sarà  un  punlo  doppio  della  superficie  medesima,  e  non 
Gambiera,  comunque  il  piano  M  giri  intorno  alla  retta  G.  In  fatti  la  curva 
d'  ordine  n  —  1  i^  il  luogo  dei  punii  ove  il  piano  M  è  incontrato  dalle  gene- 
ratrici (  tranne  G  )  ;  la  generatrice  consecutiva  a  G  incontra  M  nel  punto  del- 
la curva  prossimo  a  quello  in  cui  M  è  tangente  alla  superficie;  dunque  per 
gli  altri  n  —  2  pumi  comuni  a  G  ed  alla  curva  passano  altrettante  generatrici 
non  consecutive.  Un  punto  ove  si  segano  due  generatrici  distinte  è  doppio  per 
la  superficie;  imperocché  considerando,  come  si  è  fatto  sopra  (49)^  le  gene- 
ratrici consecutive  a  ciascuna  delle  due  preaccennate,  si  trova  che  in  quel  pun- 
to la  superficie  ammette  due  piani  tangenti  distinti.  Oppure^  si  può  osservare 
che  il  punlo  comune  a  due  generatrici  non  consecutive  rappresenta  due  inter- 
sezioni riunite  della  superficie  con  qualunque  retta  passante  per  esso,  perchè 
questa  retta  non  potrà  incontrare  che  n  —  2  altre  generatrici.  Dunque  la  su- 
perficie ha  una  curva  doppia  incontrata  in  n  —  2  punti  da  ciascuna  genera- 
trice (*).  In  ciascun  punto  di  questa  curva  la  superficie  ha  due  piani  tangenti 
che  passano  rispettivamente  per  le  due  generatrici  ivi  incrociate,  e  si  segano 
secondo  una  retta  che  sarà  la  tangente  della  curva  doppia  medesima. 

Dalla  propiietà  reciproca  si  trae  che  i  piani  contenenti  due  generatrici  non 
consecutive  inviluppino  una  sviluppabile  bitangente  (  doppiamente  circoscritta  al- 
la superficie  gobba  ),  che  ha  n  —  2  piani  tangenti  passanti  per  ciascuna  ge- 
neratrice della  superficie  data.  Ciascun  piano  contenente  due  generatrici  (  non 
consecutive  )  tocca  la  superficie  data  in  due  punti,  che  sono  quelli  ne'  quali 
le  generatrici  anzidette  sono  incontrate  dalla  generatrice  di  contatto  fra  la  svi- 
luppabile bitangente  e  il  detto  piano. 

53.  Una  superficie  gobba  ha  in  generale  alcune  generatrici  (singolari)  in- 
contrale dalle  generatrici  consecutive.  Quando  due  generatrici  consecutive  G,G 
si  incontrano,  il  piano  che  le  contiene  tocca  la  superficie  in  tutti  i  punti  di  G, 
come  avviene  nelle  sviluppabili;  cioè  questo  piano  può  essere  considerato  come 
un  piano  stazionario  che  ha  infiniti  punti  (parabolici)  di  conlatto  succedentisi  conti- 
nuamente sopra  una  retta.  Ogni  retta  condotta  in  quel  piano  è  tangente  alla  su- 
perficie in  un  punto  della  generatrice  G.  E  il  punlo  GG'  potrà  risguardarsi  come 
nn  pimto  stazionario  con  infiniti  piani  tangenti  passanti  per  la  retta  G  ;  ogni  retta 
passante  pel  punto  GG'  è  tangente  alla  superficie  in  nn  piano  che  contiene  la 
retta  G.  Il  numero  di  questi  punti  e  piani  singolari,  per  una  superficie  di 
dato  ordine,  è  finito,  epperò  questa  non  ammetterà  né  una  curva  cuspidale  né 
una  sviluppabile  osculatrice.  Cioè  la  sezione  fatta  con  un  piano  qualunque 
non  avrà  cuspidi;  ed  il  cono  circoscritto  avente  il  vertice  in  un  punto  qua- 
lunque  non  avrà  piani  stazionari. 

In  certi  casi  particolaii  la  superficie  ha  anche  delle  generatrici  dop- 
pie. Una  tal  generatrice  rappresenta  due  generatrici  coincidenti  per  qualunque 
piano  passante  per  essa  ;  ogni  retta  che  la  seghi  incontra  ivi  la  superficie  in 
due  punti  coincidenti. 


(*)  Caylby  I.  e.  In  vece  degli  n  — 2  punii  doppi  sopra  ciascuna  generatrice,  si  potrà  in  certi  casi 
avere  un  equivalente  numeri)  di  punti  tripli,  quadruplii  ecc.  Cioè  la  curva  doppia  potrà  essere  surrogala 
da  un'equivalente  curva  di  più  alta  moltiplicità. 
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La  classe  di  un  cono  circoscritlo  è  (33)  uguale  a  quella  della  superficie 
data,  cioè  n.  Dunque,  se  (i  è  il  numero  de' piani  bitangenli  del  cono,  ossia 
il  numero  de'  piani  passanti  pel  vertice  e  contenenti  due  generatrici  della  su- 
perficie data,  l'ordine  del  cono  sarà  n(n—  1)  — 2d.  Ma  l'ordine  del  cono 
è  evidentemente  uguale  alla  classe  della  curva  che  si  ottiene  segando  la  super- 
ficie gobba  con  un  piano  passante  pel  vertice  del  cono;  e  la  classe  di  questa 
curva  è  n(n  —  ì)  —  2d ,  ove  d  sia  il  numero  dei  suoi  punti  doppi.  Dunque 
d  =  § ,  cioè  la  classe  della  sviluppabile  bitangente  di  una 
superficie  gobba  è  uguale  all'ordine  della  curva  doppia  (*). 

54.  Due  linee  curve  (piane  o  gobbe)  si  diranno  punteggiate  pro- 
j  attivamente  quando  i  punti  dell'una  corrispondano,  ciascuno  a  ciascuno, 
ai  punti  dell'altra;  per  modo  che  le  due  curve  si  possano  supporre  generate 
simultaneamente  dal  movimento  di  due  punti,  e  ad  una  posizione  qualunque 
del  primo  o  del  secondo  mobile  corrisponda  una  sola  posizione  del  secondo 
0  del  primo. 

Suppongasi  ora  che  siano  date  in  due  piani  P',  P"  due  curve  punteg- 
giate projetlivamente;  sia  n  l'ordine  della  prima,  d'  il  numero  de' punti  dop- 
pi con  tangenti  distinte  e  x  il  numero  de'  punti  doppi  con  tangenti  coincidenti 
(cuspidi);  n",  S",  x"  i  numeri  analoghi  per  la  seconda  curva  (**).  Quale 
sarà  il  grado  della  superficie  gobba,  luogo  della  retta  che  unisce  due  punti 
corrispondenti  x',  x"  delle  due  curve?  ossia  quante  rette  x'x"  sono  incon- 
trate da  una  retta  qualunque  /?  ?  Un  piano  condotto  ad  arbitrio  per  R  seghe- 
rà la  prima  curva  in  ti  punti  x' ,  ai  quali  corrisponderanno  altrettanti  pun- 
ti x"  situati  generalmente  in  n'  piani  diversi  del  fascio  R.  Viceversa  un  pia- 
no arbitrario  per  R  segherà  la  seconda  curva  in  n"  punti  x"  ai  quali  corri- 
sponderanno n"  punti  x  situati  in  altrettanti  piani  per  R.  Per  tal  modo  si 
vede  che  a  ciascuna  posizione  del  piano  Rx'  ne  corrispondono  n'  del  piano 
Rx"  e  che  a  ciascuna  posizione  del  piano  Rx"  ne  corrispondono  n"  del  pia- 
no Rx'.  Vi  saranno  pertanto  n  -t-  n"  coincidenze  di  due  piani  corrispondenti 
Rx',  Rx",  cioè  per  R  passano  «'  ■+■  n"  piani  ciascun  de'  quali  conterrà  due 
punti  corrispondenti  delle  due  curve.  Dunque  il  grado  della  superficie  gobba, 
luogo  delle  rette  x'x",  è  n'  -t-  n".  (  Evidentemente  la  dimostrazione  e  la  con- 
clusione non  cambiano  se  in  luogo  di  due  curve  piane  si  assumano  due  cur- 
ve gobbe,  ovvero  una  curva  gobba  ed  una  curva  piana,  i  cui  ordini  siano 
n',  n"  ). 

La  curva  (n")  incontra  il  piano  P'  in  n"  punti  x",  e  le  rette  che  li 
uniscono  ai  loro  corrispondenti  punti  x'  saranno  altrettante  generatrici  della 
superficie.  11  piano  P',  contenendo  n"  generatrici,  è  tangente  in  n"  punti  (  uno 
per  ciascuna  generatrice  ),  e  la  sezione  da  esso  fatta  nella  superficie  è  com- 
posta   di    quelle    n"    rette    e    della    curva    (n').    Questa    sezione   ha   n'n"  ■+■ 

h  d'  -h  x'  punti  doppi  ;  sottratti  gli  n"  punti  di  contatto,  il  nume- 


(*)  Cayley  I.  e. 

(**)  Se  vi  è  un  punto  {r)p! 


"  3) 

h  y  -+-  K  espiiraerà  l'  ordine  della  curva  dop- 
pia della  siipcificie.  Analogamente,,  considerando  la  sezione  falla  dal  piano  P" . 
otterremo  1'  ordino  della  curva  doppia  espresso  da  n"n'  -i i-!f"-\->e". 

,  .  ""(»*"  —  3)  ,  ,  n(n  —  3)  ^„  „ 
Dunque  dovrà  essere  identicamente -h8  -hx  = i-ò  H-x  , 

{n'-l)(n'-2)                   ,        (n"-l)(n"-2)       ,    ,        ,„     e     j 
*  '  '       (d'  -i-  >c')  =  ■ —  (8"  -r-  x").   Se  deno- 


ossia 


2  '  '  2 


(n  —  l)(n  —  2) 
miniamo  genere  della  curva  (ti)  il  numero {S' -h  x'),  po- 
tremo   concludere     che   due    curve   piane   punteggiate    projettiva- 
mente    sono    dello    stesso    genere.  Siccome  dalle  formole  di  Plucker 

(n-  !)(»'- 2)                            (,«'-!)(,»' -2) 
SI   ha (5    -i-;<)  =  ~ (t  +  '  ) (   ) 

(  ove  m'  esprima  la  classe  della  curva  (n),  t'  il  numero  delle  sue  tangenti  dop- 
pie ed  /  quello  delle  stazionarie  ),  così  il  genere  della  curva  sarà  anche  espres- 

{m'-l)(m'-2) 
so   da (t  -h  t  ). 

É  evidente  che  due  sezioni  piane  di  una  stessa  superficie  gobba  sono 
punteggiate  projettivamenle  (  assumendo  come  corrispondenti  i  punti  situati  so- 
pra una  stessa  generatrice  ),  epperò  saranno  anche  curve  dello  stesso  genere. 
Se  la  superficie  è  d'  ordine  n  ed  ha    una    curva    doppia    il  cui   ordine  sia  S, 

(n—  l)(n  — 2) 
il  genere  di  una  sezione  piana  qualunque  sarà  '— — S;  dunque^  se 

una  superficie  gobba  è  del  grado  n  e  del  genere  p  (  cioè  se  p  è  il  genere  di 

una    sezione    piana  ),    1    ordine    della    curva   gobba   sarà p . 

Questo  numero  non  può  mai  essere  minore  di  n  —  2,  questo  essendo  il  nume- 
ro de'  punti  in  cui  la  curva  gobba  è  incontrata  da  ciascuna  generatrice.  Anzi, 
se  la  superficie  non  ha  una  retta  doppia  per  la  quale  debbano  passare  i  piani 
che  contengono  due  generatrici  distinte,  1'  ordine  della  curva  gobba  sarà  al- 
meno 2n  —  5,  perchè  due  generatrici  che  s'  incontrano  contengono  questo  nu- 
mero di  punti  doppi. 

65.  Chiameremo  genere  di  una  curva  gobba  il  genere  di  una 
sua  prospettiva.  Se  w  è  I'  ordine  della  curva,  h  il  numero  de'  suoi  punti  dop- 
pi apparenti  ed  attuali,  e  j?  quello  de'  punti  stazionari,  la  prospettiva  (**)  è 
una  curva  d' ordine  n,  dotata  di  h  punti  doppi  e  /?  cuspidi,  cioè  una  curva  del 

genere —  (A  -t-  (9) .    Dalle    formole    di    Cayley    si    ha    (***) 


(*ì  Questa  fgiiaglianza  può  anche  risgiiardarsi  come  una  conseguenza  del   teorema   qui   dimostralo 
percliò  gli  fc  evidente  clie  due  curve  piane  reciproche  sono  punteggiate  pTOJcUivamcnte. 
(**i  Cioè  una  sezione  piana  di  un  cono  prospettivo  alla  curva  goliba  (12». 
(***)  Dove  i  simboli  m,  r ,  a,  g ,  x ,  y  hanno  lo  slesso  signilicato  dichiarato  altrove  (IO,  12). 
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(r  _  1  )(r  —  2)                          (r  —  1  ) (r  —  2) 
=  ^ —  (j/  -I-  m)  = (a:  -t-  n)  ;  queste  sono  adun- 
que altrettante  espressioni  del  genere  della  curva  gobba. 

Siccome  una  curva  gobba  è  evidentemente  punteggiata  projettivaniente  al- 
la sua  prospettiva,  così  potremo  concludere  che  due  curve  qua  li  si  vo- 
gliano (piane  o  gobbe)  le  quali  siano  punteggiate  projet- 
tivamente   sono   sempre   dello   stesso   genere    (*). 

La  divisione  delle  curve  piane  e  gobbe,  e  per  conseguenza  dei  coni  e 
delle  sviluppabili  (e  delle  superficie  gobbe  come  serie  di  rette)  in  generi, 
proposta  dal  prof.  Clebsch^  è  della  massima  importanza.  Per  essa  si  ravvici- 
nano e  si  connettono  le  proprietà  di  forme  geometriche  in  apparenza  dilTereu- 
lissime.  Ciò  che  dà  la  misura  delle  difficoltà  che  può  offrire  lo  studio  di  una 
serie  semplicemente  infinita  di  elementi  (  punti,  rette,  piani  )  non  è  1'  ordine  o 
la  classe,  ma  bensì  il  genere  (**). 

56.  Le  più  semplici    fra    le    superficie    gobbe  sono    quelle    di  genere  0 . 

Detto  n  il  grado  della  superficie,  l'ordine  della  curva  nodale  sarà  ; 

epperò  una  sezione  piana  qualunque  della  superficie  avrà  il  massimo  numero 
di  punti  doppi  che  possa  esistere  in  una  curva  piana.  Per  un  punto  qualun- 
que X  della  sezione  piana  passa  una  generatrice  che  va  ad  incontrare  la  curva 


(*)  CiEBSCH  Veber  die  Singularitàten  algebraiseher  Curven  (G.  di  CrcUc,  t.  64;  1865). 
(**)  Cna  curva   piana   è   di   genere  0  quando  §-i-x:= ,    cioè   quando   essa    ha  il 

massimo  numero  di  punti  doppi  {Introd.  35).  In  questo  caso  i  punti  della  curva  si  possono  ottenere  ad 
UDO  ad  uno  mediante  le  curve  di  un  fascio  d'ordine  »ì  —  I .  In  fatti  i  punti  doppi  ed  altri  2n— 3  pun- 
ti fissati  ad  arbitrio  nella  curva  formano  insieme  un  sistema  di —  —  J  punti,  epperò  de- 
terminano {Introd.  41  )  la  liase  d'un  fascio  d'ordine  n —  1  ;  ogni  curva  del  quale  seglierh  la  curva 
data  in    un   solo   nuovo    punto.    La  curva,  in  virtù  delle  formolo  di  Plììckbr  ,  sarà  della    classe 


2  n—  l)  —  y.  ed  avrà  3  n—  2)  —  2x  flessi  e  2  71—  3  :n—  2—  X: 

de  segue  che  una  curva  d'ordine  n  non  può  avere  piti  di 

ebenen  Curven,  deren  Coordinateti  rationale  Functionen  eines  Parameters  sind  (  G.  di  Creile, 
t.  64). 

Siccome  le  curve  d'un  fascio  si  possono  far  corrispondere,  ciascuna  a  ciascuno,  ai  singoli  punti  di 
una  retta,  così  una  curva  di  genere  0  può  essere  considerata  come  punteggiata  projettivamente  ad  una 
retta.  Ciò  sussiste  anche  se  la  curva  è  gobba,  perchè  a  questa  si  può  sempre  sostituire  la  sua  prospettiva.- 
Ciò  dà  luogo  a  molte  conseguenze  importanti;  p.  e.  se  in  una  curva  di  genere  0  vi  sono  due  serie  di 
punti  corrispondenti  tali  che  ad  un  punto  qualunque  della  prima  "serie  corrispondano  a  punti  della  se- 
conda e  ad  un  punto  qualunque  della  seconda  corrispondano  a'  punti  della  prima,  sarà  O-i-a'  il  nume- 
ro de' punii  in  ciascun  de' quali  coincidono  due  punti  corrispondenti;  ossia,  detto  in  breve,  se  in  una 
curva  di  genere  0  vi  sono  due  serie  di  punti  colla  corrispondenza  (a,  a') , 
il  numero  de'  punti  uniti  è  a-i-a'.  Per  dimostrare  questo  teorema  basta  osservare  che  esso 
ha  luogo  per  una  retta  punteggiata  proiettivamente  alla  curva  data.  Cayley  Note  sur  la  correspon- 
dance  de  deux  points  sur  une  courbe  (Compie  rendu  12  mars  1866). 
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doppia  in  n  —  2  punii,  da  ciascun  de'  quali  parte  nn'  altra  generatrice  ;  sia 
x'  il  punto  in  cui  (|iiesta  incontra  la  sezione  piana.  Al  punto  x  corrispondono 
adunque  n  —  2  punii  x'  ;  e  similmente  nn  punto  x'  determinerà  n  —  2  punti^ 
uno  de' (juali  sarà  x.  Abbiamo  così  nella  sezione  piana,  che  è  una  curva 
di  genere  0  ,  due  serie  di  punti  colla  corrispondenza  (  n  —  2  ,  n  —  2),  epperò 
vi  saranno  2(n  —  2)  punti  uniti,  cioò  nella  curva  gobba  vi  saranno  2(u  —  2) 
punti  cuspidali  della  superfìcie  (  punii  pei  quali  le  due  generatrici  coinridono  ). 
Ossia  vi  sono  2(n  —  2)  generatrici  ciascuna  delle  quali  è  incontrata  dalla  ge- 
neratrice consecutiva. 

67.  In  seguito  avremo  occasione  di  trattare  con  qualche  estensione  la 
teoria  delle  superficie  gobbe  generate  da  una  retta  che  si  muova  incontrando 
tre  linee  (direttrici)  date  {*),  ovvero  incontrando  due  volte  una  curva  ed  una 
volta  un'  altra  direttrice,  ovvero  incontrando  Ire  volte  una  curva  data.  Per  ora 
limitiamoci  al  caso  di  una  superficie  gobba  di  grado  n  che  abbia  due  diret- 
trici rettilinee  ^^  i?.  Sia  ^  la  curva  d'ordine  n  che  si  ottiene  tagliando  la 
superficie  con  un  piano  fissato  ad  arbitrio  ;  la  superficie  sarà  il  luogo  delle 
rette  appoggiate  alle  linee  (direttrici)  A,  B,  K.  Le  retici,  B  saranno  mul- 
tiple sulla  superfìcie  secondo  certi  numeri  r,  s;  epperò  i  punti  a,  b,  dove 
esse  incontrano  K^  saranno  multipli  secondo  r,  s  per  questa  curva.  Le  rette 
che  passano  per  nn  punto  *  di  ^  ed  incontrano  B  sono  in  un  piano;  quelle 
che  uniscono  |  coi  punti  di  K  formano  un  cono  d'  ordine  n ,  pel  quale  la 
retta  |6  è  una  generatrice  (s)'''".  Questo  cono  e  quel  piano  avranno  altre  n  —  s 
rette  comuni,  che  sono  altrettante  generatrici  della  superfìcie  gobba^  passanti 
per  ? .  Dunque  r  =  n  —  s . 

Ogni  piano  condotto  per  A  segherà  ^  in  s  punti  (  oltre  ad  a  ) ,  ossia 
segherà  la  superfìcie  secondo  r  generatrici  che,  dovendo  incontrare  R,  passe- 
ranno per  uno  stesso  punto.  Parimenti,  ciascun  piano  per  B  segherà  la  su- 
perficie secondo  r  generatrici  incrociate  in  uno  slesso  punto  di  A  .  Le  gene- 
ratrici che  [ìarlono  da  uno  slesso  punto  ^  di  A  incontrano  K  ìiì  r  punti  x, 
x',..  situati  in  una  retta  X  passante  per  6;  così  che  i  punti  ^  di  A  cor- 
rispondono projetlivamenle  alle  rette  X  ovvero  ai  gruppi  di  punti  x  con- 
tenuti in  queste  rette.  A  ciascun  punto  ?  di  4  corrispondono  r  punti  x  di  K, 
in  linea  retta  con  b  ;  ma  al  punto  a  di  A  corrisponderanno  r  punti  coinci- 
denti nel  punto  stesso  a  (  perchè  il  piano  di  K  non  contiene  alcuna  genera- 
trice della  superficie);  cioè  al  punto  ?  =  a  corrisponde  la  retta  X  =6a.  Alle 
tangenti  degli  s  rami  di  K  incrociati  in  6  corrisponderanno  i  punti  dove  A  è 
incontrata  dalle  generatrici  uscenti  da  6 . 

Viceversa,  avendosi  una  curva  piana  K  d'  ordine  n  dotata  di  un  punto 
(ry''°  a  e  di  un  punto  (s)^''"  b  (dove  r-t-s  =  n),  ed  una  reità  A  appoggiata 
a  A'  in  a,  i  piniti  t  della  quale  corrispondano  projetlivamenle  alle  rette  X 
situale  nel  piano  di  K  e  concorrenti  in  6  ;  e  supposto  che  al  punto  ?  =  a  cor- 
risponda la  retta  X  =  6a;  quale  sarà  il  luogo  delle  rette  tx  che  congiimgono 
i  punti  di  A  con  quelli  dove  K  è  segata  dalle  corrispondenti  rette  X?  Una 
retta  arbitraria  T  si  assuma  come  asse  di  un  fascio  di    piani    passanti  pei  di- 
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versi  punti  ^  di  A;  questo  fascio  ed  il  fascio  delle  corrispondenti  rette  X, 
essendo  projeltivi,  genereranno  coli'  intersecarsi  de'  raggi  corrispondenti  una 
conica^  che  passerà  per  a  e  per  b,  epperò  incontrerà  K  in  altri  2n  —  r  —  s  =  n 
punti  X.  Congiungendo  x  col  punto  |  di  ^1  che  corrisponde  al  raggio  X^^bx, 
si  ha  una  retta  situata  nel  piano  JJ;  dunque  la  superficie  cercata  è  del  gra- 
do 11.  Ogni  piano  per  A  sega  fi^  in  a  ed  in  altri  s  punti  x  ai  quali  corri- 
spondono ordinatamente  il  punto  a  ed  altri  s  punti  |  di  ^  ;  le  due  serie  di 
punti  sono  projettive  e  due  punti  corrispondenti  coincidono  ;  dunque  le  rette 
\x  concorreranno  in  un  punto  fisso  y  del  piano.  Quando  il  piano  passa  per 
ab,  il  punto  y  cade  in  b;  dunque  la  superficie  ha  (  oltre  ad  A  )  un'  altra  di- 
rettrice rettilinea,  multipla  secondo  s,  che  passa  pel  punto  b. 

Supponiamo  ora  che  la  retta  R  si  avvicini  infinitamente  ad  A ,  epperò  il 
punto  b  al  punto  a.  Supposto  r  non  minore  di  s,  fra  gli  r  rami  di  K  in- 
crociati in  a  ve  ne  saranno  s  passanti  anche  per  b,  e  conseguentemente  toc- 
cati dalla  retta  ab  (*).  In  questo  caso  i  punti  ^  ài  A  corrispondono  projetli- 
vamenle  alle  rette  X  tracciate  per  a  nel  piano  di  K;  il  punto  a  corrisponde 
alla  retta  ab;  e  la  superficie  è  ancora  il  luogo  delle  rette  che  dai  punti  | 
vanno  ai  punti  x  ove  K  è  incontrata  dalle  corrispondenti  rette  X .  Ciascun 
piano  per  A  contiene  s  generatrici  concorrenti  in  uno  stesso  punto  della  di- 
rettrice ^,  che  è  una  linea  (r)''^"  per  la  superficie;  donde  segue  che  per  un 
punto  qualunque  di  A  vi  sono  r  —  s  generatrici  coincidenti  ia  A ,  e  per  cia- 
scuno degli  r  —  s  punti  di  A  che  corrispondono  alle  tangenti  dei  rami  di  K 
non  toccati  da  ab,  r  —  s -H  I  generatrici   coincidono  in  A. 

Viceversa,  data  una  curva  piana  K  d'ordine  n  =  r -i- s  ,  dotata  di  nn 
punto  r( -t- s)'''"  a,  e  data  una  retta  A  i  cui  punti  ?  formino  una  punteggiata 
proiettiva  al  fascio  delle  rette  X  condotte  per  a  nel  piano  di  K,  in  modo 
che  al  punto  S  =  a  corrisponda  la  retta  ab  che  in  a  tocca  s  rami  di  Z  (  ed 
ha  ivi  r  -t-  s  punti  coincidenti  comuni  colla  curva  )  ;  il  luogo  delle  rette  |x 
che  uniscono  i  punti  di  A  ai  punti  ove  K  è  incontrata  dai  corrispondenti  rag- 
gi X  sarà  una  superficie  del  grado  n.  In  fatti  ^  assunta  una  trasversale  arbi- 
traria T,  si  otterrà,  come  nel  caso  generale,  una  conica  che,  passando  per 
a  e  toccando  ivi  ab,  incontrerà  K  solamente  in  altri  n  punti  x  (**). 

In  entrambi  i  casi  (  siano  cioè  le  direttrici  A ,  B  distinte  o  coincidenti  ) 

I              fi  •         M      .    ^  1                (n-l)(n-2)        r(r-l)        s(s  -  1) 
la    superficie    gobba   è    del    genere —   ~ ^ = 

(r  —  l)(s—  1).  Ma  questo  numero  si  potrà  abbassare  quando  la  curva  K  ab- 
bia altri  punti  multipli,  epperò   la  superficie  abbia  generatrici  multiple. 


(*)  Si  lia  così   un  punto  multiplo  a  pel   quale   passano  r  rami   della   curva ,  ma   che  equivale  ad 

r(r—  1)      s(s—  \) 

1 punti   doppi,   perchè   nasce   dall'  avvicinamento  di   un   punto  (r)       e  di  un  punto 

(«)'    ;  il  sig.  Catley  Io  chiama    puHlo   r(-(-s)i-,  per  distinguerlo  da  un  punto  (r -H  s)/'  . 

(**)  Cayley  Second  memoir  on  skew  surfaces,  otherwise  scrolls  (  Phil.  Trans.  1864  p.  559). 
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Facendo  n  =  3  (  epperò  r  =  2  ,  s  =  1  ) ,  si  ha  il  più  ficmplice  esempio 
delle  siiperiìcie  qui  considerale.  La  snpeilicie  gobba  di  leizo  grado  ha  in  ge- 
nerale due  direllrici  rettilinee,  una  delle  quali  è  una  retta  doppia  ;  ma  le  due 
direttrici  possono  anche  coincidere  in  una  retta  unica  (*). 


(*)  Sulle  superfìcie  gobbe  del  ten' ordine  (Alti  del  R.  Islitulo  Lomb.  Milano  1861)  —  Sur  lei 
surfaces  gauches  du  tròisième  degré  (  G.  di  Creile  1.60;  1861).  Cfr.  Philosopliical  Transactions 
1863;  p.  241. 

Quando  lina  superficie  non  goliba  d'  ordine  n  contiene  una  retta  R,  un  piano  condotto  ad  arhiliio 
per  R  è  generalmente  tangente  in  n  —  1  punti  diversi,  i  quali  sono  gli  incontri  di  B  colla  curva  cliecon 
R  forma  la  completa  intcrsciione  della  superficie  cui  piano.  Variando  il  piano  intorno  ad  i?,  gli  n — i  punti 
di  contatto  generano  un'involuzione  di  grado n — 1,  i  cui  punti  doppi  sono  evidentemente  punti  parabo- 
lici della  superficie  (  perchè  in  ciascuno  di  essi  il  piano  tangente  tocca  la  superficie  in  due  punti  conse- 
cutivi). Se  due  superficie  non  gobbe  d'ordini  n,  n',  hanno  una  retta  R  comune,  avremo  in  questa  due 
involuzioni  pro,jetlive,  assunti  come  corrispondenti  i  punti  in  cui  le  due  superficie  sono  toccale  da  uno 
stesso  piano.  Le  due  involuzioni  hanno  (  Introd.  24  b)  n->-n'  punti  comuni,  cioè  le  due  superficie 
si  toccano  in  w-t-n'  punti  di  R,  epperò  si  intersecano  secondo  una  linea  che  incontra  R  in  questi 
W-t-n'  punti.  Applicando  questo  risultalo  ad  iin«  superficie  (non  gobba)  d'ordine  n  che  passi  per  n 
generatrici  del  medesimo  sistema  di  un  iperboloide,  troviamo  chela  rimanente  intersezione  di  queste  due 
superficie  sari  una  linea  d'ordine  n  appoggiata  in  M  punti  a  ciasnina  di  quelle  n  generatrici.  Dunque 
la  superficie  data  sega  inoltre  l'iperboloide  secondo  ti  generatrici  dell'altro  sistema:  teorema  dovuto  al 
sig.  MouTARD  (cfr.  PoNCEiET  Propriétés  projcclives,  annoi,  de  la  2.  id.  (Paris  1865,  p.  418.).  Reci- 
procamente, lo  stesso  teorema  sussiste  per  una  superficie  (  non  gobba  )  di  classe  n  . 
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PARTE  SECONDA 


Superficie  polari  relative    ad    una  «nperllcle    d'  ordine 
qualunque. 


61.  Sia  data  una  superficie  (fondamentale)  qualsivoglia  F„  d'ordine  n ,  e 
sia  0  un  punto  fissato  ad  arbitrio  nello  spazio.  Se  intorno  ad  o  si  fa  girare 
una  trasversale  che  in  una  posizione  qualunque  incontri  Fn  in  n  punii 
OtOj-.a,,,  il  luogo  de' centri  armonici  di  grado  r  del  sistema  Oj  a.2 . .  a„  ri- 
spetto al  polo  0  sarà  una  superficie  d'ordine  r,  perchè  essa  ha  r  punti  so- 
pra ogni  trasversale  condotta  per  o.  Tale  superficie  si  dirà  polare  (n  —  r)"" 
del  punto  o  rispetto  alla  superficie  fondamentale  F„  (*). 

Ovvero  :  se  intorno  ad  o  si  fa  girare  un  piano  trasversale  che  in  una  po- 
sizione qualunque  seghi  Fn  secondo  una  curva  C„  d'  ordine  n,  la  polare 
{n  —  r)""^  di  0  rispetto  a  C,,  sarà  un'altra  curva  d'  ordine  r,  ed  il  luogo  di 
questa  curva  sarà  una  superficie  d'ordine  r:  la  polare  {n  —  r]'""  di  o  rispet- 
to ad  Fn  (**). 

Per  tal  modo  dal  punto  o  si  desumono  n  superficie  polari  relative  alla  su- 
perficie data.  La  prima  polare  è  una  superficie  d'ordine  n— 1;  la  *.econda 
polare  è  d'ordine  n  — 2;  ...  ;  la  penultima  polare  è  una  superficie  di  secon- 
d' ordine  (quadriga  polare);  e  l'ultima  od  (n— 1)'""  polare  è  un  piano  (pia- 
no polare). 

62.  Dal  noto  teorema  (***)  «  se  m  è  un  centro  armonico  di  grado  r  del 
sistema  a^a.J^..an  rispetto  ai  polo  o,  viceversa  o  è  un  centro  armonico  di 
grado  n  —  r  dello  stesso  sistema  fl;  a., . .  a»  rispetto  al  polo  m  »  segue: 

Se  m  è  un  punto  della  superficie  (n  —  r)'""  polare  di  o,  vi- 
ceversa 0  è    situato   nella    superficie   r'""  polare    d  i  m . 

Ossia  : 

Il  luogo  di  un  polo  la  cui  polare  r"'"  passi  per  un  dato 
punto  0  è  la  polare  (n  —  r)""*  dio. 


(*)  CmssMANs.  Theoric  dir  Centrateli  (e.  di  Creile  l.  24;  1842)  p.  272.  —  Introd.  68. 

**)  Sr  F„-  è  un  cono  ed  il  polo  è  un  punto  diverso  dal  vertice,  facendo  passare  un  piano  tras 
versale  pel  polo  e  pel  vertice,  è  evidente  che  qualunque  superfìcie  polare  sarà  un  eono  collo  stesso  ver 
lice  del  cono  dato  (4). 

***)  introd.  t2. 
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Per  esempio:  la  prima  polare  di  o  è  il  luogo  di  un  punto  il  cui  piano  po- 
lare pas>i  per  o;  la  seconda  polare  di  o  è  il  luogo  di  un  punto  la  cui  qua- 
drica  polare  passi  per  o;  ecc.  E  viceversa  il  piano  polare  di  o  <^  il  luogo  di 
un  punto  la  cui  prima  polare  passi  per  o;  la  quadrica  polare  di  o  è  il  luo- 
go di  un   punto  la  cui  seconda  polare  passi  per  o  ;  eco, 

63.  Dal  teorema  (*)  «  se  mim.2,  .m,-  sodo  i  centri  armonici  di  grado  r 
del  sistema  a^  a., , .  a„  rispetto  al  polo  o  ,  i  ('uè  sistemi  Oj  «2  •  •  «"  ed  nii  m.^ . .  ttir 
hanno^  rispetto  al  detto  polo,  gli  stessi  centri  aimonici  di  grado  s,  ove 
s  <r  ^)  segue  : 

Un  polo  (jualunque  ha  la  stessa  polare  rispetto  alla  su- 
perficie data  e  rispetto  ad  ogni  superficie  polare  d' ordine 
più  alto,  dello  stesso  polo,  considerala  come  superficie 
fondamentale. 

0  in  altre  parole:  per  un  dato  polo,  la  polare  s'""  relativa 
alla  polare  s'"'"  coincide  colla  polare  (s -4- s')'""  relativa 
alla    superficie    fondamentale. 

V.  e.  il  piano  polare  di  o  rispetto  ad  F„  coincide  col  piano  polare  relativo 
alla  (n  — 2)'""  ^  (n  — 3)""",  (n  — 4)""',  ...  polare  dello  stesso  polo;..;  la  se- 
conda polare  di  o  rispetto  ad  Fn  è  la  prima  polare  di  o  rispetto  alla  prima 
polare  del  medesimo  punto;  ecc. 

64.  Se  il  polo  0  è  situalo  nella  superficie  fondamentale,  talché  esso  ten- 
ga le  veci  di  uno  degli  n  punti  d'intersezione  aiag-.a,!  (61),  il  centro 
armonico  di  primo  grado  si  confonderà  cono.  Ma  se  la  trasversale  è  tangente 
ad  Fu  in  0 ,  due  de' punti  a,  03 . .  a,,  sono  riuniti  in  0;  onde,  riuscendo  in- 
determinato il  centro  armonico  di  primo  grado,  può  assumersi  come  tale  cia- 
scun punto  della  trasversale  (**).  Ora  il  luogo  delle  rette  tangenti  ad  Fn  in 
o  è  un   piano   (quando  0  non  sia  un  punto  multiplo),  dunque  : 

11  piano  polare  di  un  punto  della  superficie  fondamen- 
tale  è    il   piano    tangente   alla   superficie   in  quel    punto. 

65.  Se  il  polo  non  è  situato  in  F„,  ma  la  trasversale  sia  tangente  a  que- 
sta superficie,  due  de' punti  aia^'-a»  coincideranno  nel  punto  di  contallo,  ep- 
però  questo  sarà  uno  dei  centri  armonici  di  grado  n— 1  (***),  ossia  un  pun- 
to della  prima  polare.   Dunque  : 

La  prima  polare  di  un  punto  qualunque  0  sega  la  super- 
ficie fondamentale  nella  curva  di  contallo  fra  questa  ed 
il    cono    circoscritto    di    verliceo. 

La  prima  polare  è  una  superficie  d'ordine  n—ì,  dunque  segherà  Fn  'un- 
go una  curva  d'ordine  n{n—l).  Questo  numero  esprime  pertanto  anche  l'or- 
dine del  cono  circoscritto  (j"). 

66.  La  classe  di  F„  è  il  numero  de'  piani  tangenti  che  si  possono  con- 
durre a  questa  superficie  per  una  retta  qualunque  00',  ossia  il  numero  de'pia- 


(*)  Intrnd.  13. 
(**)  Introd.  17,  70. 
***)  Intrnd.  16. 
(t)  MoNoE,   App.   de  l' anaìyse  à  Ui   géom.  5   3.  Cfr.   Corresp.  sur  1' éc.    polrl.    t.  I  (1806) 
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ni  che  passano  per  o  e  toccano  il  cono  circoscruto  di  vertice  o.  In  altre 
parole,  la  classe  di  F„  i'  la  classe  di  un  suo  cono  circoscritto  avente  il  ver- 
tice in  un  punto  arbitrario  dello  spazio. 

I  punti  di  contatto  dei  piani  tangenti  che  passano  pei  punti  o,  o'  saranno 
situati  nelle  prime  polari  d'  entrambi  questi  poli.  Ora  queste  prime  polari  ed 
Fn,  essendo  tre  superficie  d'ordini  n  —  1  ^  n  —  1  ,  n^  hanno  n(n  —  1)-  pun- 
ti comuni  ;  dunque  (*)  : 

Una  superficie  d'ordine  n  è  in  generale  della  classe 
n(n-ì)K 

67.  Se  una  retta  condotta  pel  polo  o  oscula  in  m  la  superficie  fondamen- 
tale, la  stessa  retta  sarà  tangente  in  m  alla  prima  polare  di  o,  onde  anche 
la  seconda  polare  di  questo  punto  passa  per  m  (**).  Viceversa,  è  evidente 
che,  se  m  è  un  punto  comune  ad  F„  ed  alle  polari  prima  e  seconda  di  o^, 
la  retta  om  osculerà  Fn  iu  m .  Dunque  le  rette  che  da  o  si  possono  condur- 
re ad  osculare  F,,  sono  tante  quanti  i  punti  comuni  ad  F„  ed  alle  polari  pri- 
ma e  seconda  di  o,  ossia  n(n  —  l)(n  — 2).  Queste  rette  sono  manifestamente 
generatrici  stazionarie  del  cono  circoscritto. 

Sapendosi  ora  che  il  cono  circoscritto  è  dell'  ordine  n(n  —  1),  della  classe 
n(n  —  t)"-  ed  ha  n(n  — l)(n  — 2)  generatrici  cuspidali^  in  virtù  delle  note  for- 
mule di  PuicKER  (3)  possiamo  conchiudere  che  il  medesimo  cono  avrà 

-n{n  —  l)(n  —  2){n  —  3)  generatrici  doppie, 

-n{n  —  l)(n  —  2)(n^  —  n^  -i-  n  —  12)  piani  bitangenti^   e  4n(n  —  \)(n  —  2) 

piani  tangenti  stazionari.  Dunque: 

Per  un  punto  qualunque  o  si  possono  condurre  alla  su- 
perficie F„   n(n—  l)(n  — 2)    rette    ose  n  latrici, 

-»i(n  —  l)(n  — 2)(n  — 3)  rette  bitangenti  (tangenti  in  due  punti   distinti). 

-n(n  —  I)(n  —  2)(n'' —  «- -t- n  —  12)    piani    bi  tangen  ti  (tangenti  in  due 

punti  distinti),  e  4n(n— l)(n  — 2)  piani  tangenti  stazionari  (tan- 
genti in  due  punti  infinitamente  vicini). 

68.  I  punti  parabolici  formano  su  F,,  una  certa  curva  (curva  para- 
bolica) che  sarà  incontrala  dalla  prima  polare  del  punto  o  ne' punti  ove  F„ 
è  toccata  dai  piani  stazionari  che  passano  per  o .  Dal  numero  di  questi  piani 
consegue  che  la  curva  parabolica  è  incontrata  dalla  prima  polare  di  o  in 
4n(n  —  l)(n  —  2)  punti  ;  dunque  : 

La  curva  parabolica  è  dell'ordine  4n(u  —  2).  Così,  dal  numero 
dei  piani  bitangenti  che  passano  per  o  si  conclude  che 


(*)  PoNciiET,  Mém.  sur  la  théorie  qénérale  des  polaires  réciproques    C.  Creile 
(**)  Introd.  80. 


La   curva    luogo    dei    punti    di    conlatto    fra   F„   ed    i   suoi 
piani   bitangenti   è    dell'  ordine    n(n  —  2)(n^  —  n- -+- n  —  12). 
Dagli  stessi  numeri  sopra  considerati  si  deduce  inoltre  che 
I    piani   tangenti    stazionari    di    F„    inviluppano    una   svi- 
luppabile  della  classe    4n(n  —  l)(n  —  2)  ;  ed  i  piani   bitangenti 
inviluppano    un'  altra   sviluppabile   della   classe 

-n{n  -  ì){n  -  2)(n'  —  n -•  -f-  n  —  12). 

69.  Se  il  polo  0  è  preso  nella  superfìcie  fondamentale  F„,  qualunque  sia 
la  trasversale  condotta  per  o,  una  delie  intersezioni  a,a2..a„  coincide  con  o, 
e  per  conseguenza  o  sarà  un  centro  armonico,  di  ciascun  grado,  del  sistema 
a^a<^..an  rispetto  al  polo  o.  Dunque  tutte  le  polari  di  o  passano    per  questo 

pDOtO. 

Se  la  trasversale  condotta  per  o  è  ivi  tangente  ad  F„  ,  due  dei  punti 
a^a:^..an  coincidono  in  o,  epperò  questo  punto  farà  le  veci  di  due  centri 
armonici  di  qualunque  grado  (*);  ossia  ogni  retta  tangente  in  o  a  F„  ?  tan- 
gente nello  stesso  punto  a  tutte  le  polari  dì  o. 

Inoltre,  se  la  trasversale  condotta  per  o  è  una  delle  due  rette  che  ivi  oscu- 
lano F„,  tre  centri  armonici  di  ogni  grado  cadranno  in  o.  Dunque: 

Se  il  polo  è  nella  superficie  fondamentale,  questa  e  tut- 
te le  superficie  polari  hanno  ivi  lo  stesso  piano  tangente 
e    le   stesse    rette   ose  u  latrici   (**). 

Donde  segue  che  le  due  rette  osculalrici  a  Fn  in  o  sono  le  generatrici,  in- 
crociate in  questo  punto,  della  quadrica  polare  di  o.  Se  o  é  un  punto  para- 
bolico, le  due  rette  osculatricì  coincidono,  epperò  : 

La  quadrica  polare  di  un  punto  parabolico  è  un  cono 
tangente  al  relativo  piano  stazionario,  e  la  generatrice  di 
contatto  é  la  retta  che  in  quel  punto  oscula  la  superficie 
fondamentale. 

Si  vede  inoltre  che  un  punto  parabolico  della  superficie  fondamentale  ha 
la  proprietà  d' essere  parabolico  anche  per  tutte  le  polari  del  punto  mede- 
simo. 

70.  Se,  sopra  una  trasversale,  il  polo  o  coincide  con  uno  de'  punti  ai  a-j . .  On, 
p.  e.  con  a, ,  ì  centri  armonici  di  grado  n  —  1  del  sistema  (rispetto  al  polo 
anzidetto)  sono  il  punto  ai  ed  ì  centri  armonici  del  siste-ma  minore  a.,...an, 
rispetto  al  polo  medesimo  (***).  Donde  segue  che,  se  il  polo  o  è  nella  super- 
ficie fondamentale,  la  prima  polare  è  il  luogo  dei  centri  armonici  di  grado 
n  —  2  del  sistema  di  n  —  1  punti  in  cui  F„  è  segata  (oltre  ad  o)  da  una 
trasversale  qualunque  condotta  per  o,  ed  analogamente  la  polare  r'""  di  o  ^  il 


(*)  Introd.  17. 

(**)  In  virtù  dello  stesso  teorema  sui  centri  armonici  (Introd.  17),  se  ima  rclla  ha  colla  superfi- 
cie fondamentale  un  contatto  mfn'o ,  essa  avrà  Io  stesso  contallo  e  nel  medesimo  punto  con  qualunque 
polare  del  punto  di  contatto. 

(***)  Introd.  t7. 
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luogo  dei  centri  armonici,  di  grado  n  —  r  —  1  ,  del  sistema  di  n  —  1  punti 
anzidetto. 

Le  rette,  che  da  o  si  possono  condurre  a  toccare  F,,  altrove,  formano  un 
ODDO  dell'  ordine  n(n  —  1)  —  2;  in  fatli^  un  piano  condotto  arbitrariamente  per 
0,  sega  Fn  secondo  una  ciirTa  (d'  ordine  n)  alla  quale  si  possono  condurre 
da  0  (*)  appunto  n(n  —  1)  —  2  tangenti  (oltre  alla  retta  tangente  in  o).  Ciò 
torna  a  dire  che  il  cono  ciicoscrillo  il  quale  è  in  generale  dell'ordine  n{n  —  I), 
se  il  vertice  o  cade  nella  superfìcie  fondamentale^  si  decompone  nel  piano 
tangente  ad  F„  in  o  (contalo  due  volte)  ed  in  un  cono  effettivo  d'  ordine 
n{n  —  1)  — 2.  Questo  cono  è  l'inviluppo  dei  piani  che  toccano  F„  ne'  punti 
comuni  a  questa  superficie  ed  alla  prima  polare  di  o.  Ma  queste  due  super- 
ficie si  toccano  in  o  ed  hanno  ivi  le  slesse  rette  osculatrici;  dunque  la  curva 
d'  intersezione  di  Fn  colla  prima  polare  di  o,  ossia  la  curva  di  conlatto  fra 
F„  ed  il  ceno  circoscritto  di  vertice  o  ha  due  rami  incrociati  in  o,  toccati 
ivi  dalle  due  rette  che  nel  ptmto  slesso  osculano  F„ . 

Ne  segue  che  il  piano  tangente  ad  Fn  in  o  è  tangente  al  cono  cir- 
coscritto lungo  le  due  rette  osculatrici,  come  si  è  già  trovato  altrimenli  (33). 
Il  piano  ed  il  cono  avranno  inoltre  »i(n  —  1)  —  2  —  2  .  2  =  (n  —  3)(n -i- 2) 
rette  comuni;  dunque  fra  le  rette  tangenti  ad  F„  in  o  ve  ne  so- 
no   (n  —  3)  (n  -H  2)   che    toccano    F„   anche    altrove. 

Se  tre  superficie  si  toccano  in  un  punto  ed  hanno  ivi  le  stesse  rette  oscu- 
latrici, quel  punto  equivale  a  sei  intersezioni  riunite  (**),  dunque  la  superfi- 
cie fondamentale  e  le  polari  prima  e  seconda  di  o  avranno,  oltre  a  questo 
punto,  n(n  —  l)(n  —  2)  —  6  intersezioni  comuni;  vale  a  dire  per  o  pas- 
sano   (n  —  3)(n^ -+- 2)     rette    che   osculano    Fn    altrove. 

Il  cono  circoscritto  di  vertice  o,  essendo  dell'  ordine  (n -+- 1)  (n  —  2)  e 
della  classe  n{n  —  1)-,  ed  avendo  (n  —  3)(n"-  -+■  2)  generatrici  cuspidali,  avrà, 
per  le  formole  di  Pluckeb  (3), 

-(n  —  3)(fi  —  4)(n- -t- n -i- 2)    generatrici    doppie, 

4f»(n  —  1)(«  —  2)  piani  tangenti  stazionari,  ed 

-n(n  —  1)(n  —  2)(n^  —  n^  -f-  n  —  12)    piani    bitangenti    (oltre    al     piano    che 

tocca  Fn  in  o).  Questi  numeri  fanno  conoscere  quante  rette 
si  possono  condurre  per  o  a  toccare  altrove  Fn  in  due  pun- 
ti distinti;  quanti  piani  stazionari  e  quanti  piani  bitan- 
genti  passano   per   o  . 

71.  Se  Fn  ha  un  punto  (s)'*'"  ^^  e  si  prende  questo  come  polo,  una  tras- 
versale condotta  arbitrariamente  per  d  sega  ivi  la  superficie  in  s  punti  riu- 
niti ;  s  centri  armonici  di  qualunque  grado  cadono  in  8 ,  epperò  questo  pun- 
to sarà  multiplo  secondo  s  per  ciascuna  polare  del  punto  medesimo  (***).  Don- 


(*)  introd.  17. 

(**)  Ciò  si  fa  evi.lenle  sostilueiiilo  ad  una  delle  Ire  superficie  il  piano  tangeiilc. 
{***    Introd.  17,  72. 
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de  segue  (18)  che  la  polare  {n  —  s)'""  di  S  sarà  un  cono  d'ordi- 
ne s  col  vertice  in  S ,  e  che  le  polari  d'  ordine  inferiore 
dello    stesso    punto    riescono    indeterminate. 

Tirando  per  S  una  trasversale  che  abbia  ivi  un  contatto  (sh-1)'""""  con 
Fn,  >  centri  armonici  di  grado  s  sono  indeterminali,  cioè  la  trasversale  giace 
per  intero  nella  polare  (n  —  s)'"".  E  se  la  trasversale  ha  in  d  un  contatto 
(s  -t-  2)'""""  con  F„ ,  saranno  indeterminati  sì  i  centri  armonici  di  grado  s 
che  quelli  di  grado  s  -+-  1  ,  epperò  la  trasversale  sarà  situata  in  entrambe  le 
polari  (n  —  a)'""  ed  {n  —  s  —  1)""'  del  punto  d. 

Di  quesl'  ultima  specie  di  trasversali  il  numero  è  ${s  ■+■  1),  ossia  le  due 
polari  anzidette  si  segano  secondo  s(s -+•  1)  rette.  In  fatti,  se  p  è  un  punto 
comune  alle  due  polari  e  diverso  da  d,  la  retta  Sp  giacerà  non  solamente 
nella  polare  (n  —  s)'""  perchè  questa  è  un  cono  di  vertice  S ,  ma  eziandio 
nella  polare  (ti  — s  — 1)'""  perchè  avrà  con  essa  s -i- 2  punti  comuni  (*). 
Dunque  : 

Allorquando  una  superficie  (fondamentale  d'  ordine  n) 
ha  un  punto  m  ultiplo  secondo  il  numero  s^  il  luogo  delle 
rette  che  hanno  ivi  con  quella  uu  contatto  (s -t-  1  )'"""'"  è  il 
cono  d'  ordine  s,  polare  (n—  s)'""  di  quel  punto.  Vi  sono  poi 
s(s-t-I)  rette  che  hanno  ivi  colla  superficie  s-t-2  punti  coin- 
cidenti comuni;  esse  formano  1'  intersezione  del  1' anzidet- 
to  cono    colla   polare    (n  —  s  —  1)'""  de  1    punto. 

Viceversa,  se  la  polare  (n  —  s)'""  di  un  punto  S  è  uu  cono  di  vertice  <t  (e 
d'  ordine  s)  il  punto  d  sarà  multiplo  secondo  s  per  la  superficie  fondamentale. 
In  fatti^  tirala  per  S  una  trasversale  arbitraria,  si  avrebbero  i  centri  armonici 
di  grado  s  tutti  riuniti  in  d,  il  che  non  può  accadere  se  non  quando  nel  po- 
lo coincidono  s  punti  dal  sistema  Oiao-.a,,  (**). 

Se  la  polare  (n  —  s  -^  1)'""  (e  per  conseguenza  anche  ogni  altra  polare 
d'ordine  minore)  di  un  polo  ?  è  indeterminata,  la  polare  (n—s)'""  sarà  un  cono 
di  vertice  5'.  Perchè,  tirala  una  trasversale  per  H ,  ciascun  punto  di  questa  sa- 
rebbe un  centro  armonico  di  grado  s  —  1  ;  il  che  non  può  accadere  se  in 
S  non  sono  riuniti   tuli' i   centri  armonici  di  grado  s. 

72.  Se  dei  punti  a^a^-.an  ve  ne  sono  s  riuniti  nel  polo  S ,  e  se  i  rima- 
nenti si  designano  con  a,a2..a„>_s,  è  nolo  (***)  che  i  centri  armonici  di 
grado  r  —  s  (dove  j- >  s)  del  sistema  aia^..a„-.s,  rispetto  al  polo  S,  in- 
sieme col  punto  d  proso  s  volle,  costituiscono  i  centri  armonici  di  grado  r 
del  sistema  completo  a^a^.-an,  rispetto  al  medesimo  polo.  Dunque  la  pola- 
re (n  —  rY""  del  punto  (s)'''"  ^èil  luogo  dei  centri  armonici 
di  grado  r  —  s  del  sistema  di  n  —  s  punti  ne' quali  F,,  è  incon- 
trata  da  una    trasversale   qualunque  condotta  per  S . 

73.  Se  S  è  un  punto  multiplo  di  F„ ,  ed  o  un  polo  qualsivoglia,  condotta  la 


(*)  De' quali  s -)- t    riunili    in  5',    perchè   ogni   generatrice  del    cnno,    avendo   in    S'   un    cnnletto 
(s^-l),i™nj  con  Fn,  lia  un  eguale  contallo  con  ciascuna  polare  di  5"  (69). 
(**)  mtrod.  17. 
(***)  Inlrod.  17. 
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trasversale  od,  vi  sarauuo  almeno  due  de' punii  «,  a.2  . .  a„  riuniti  in  §',  ep- 
però  (*)  5  farà  le  veci  di  almeno  un  centro  armonico  di  grado  «  —  1  •  Cioè 
la  prima  polare  di  un  polo  qualsivoglia  passa  pei  punti 
multipli  e  conseguentemente  anche  per  le  linee  multiple 
delia    superficie    fondamentale. 

Segue  da  ciò  che,  se  F„  fosse  il  complesso  di  due  o  più  superficie,  la 
prima  polare  di  un  polo  qualunque  passerebbe  per  le  curve  lungo  le  quali  si 
segano  a  due  a  due   le  superficie  componenti. 

Supponiamo,  come  caso  particolare,  che  F„  sia  composta  di  un  cono  d'  or- 
dine s  e  di  una  superficie  F„_s,  e  che  il  polo  sia  il  vertice  o  del  cono.  Al- 
lora ciascuna  generatrice  di  questo,  considerata  come  trasversale,  conterrà  in- 
finiti punti  a,  ao . .  a,„  epperò  anche  infiniti  centri  armonici  di  qualunque  grado. 
Dunque  la  polare  (n  —  r}'""  del  punto  o  sarà  composta  (7"2)  del  cono  anzi- 
detto e  della  polare  (n  —  r)"'"  di  o  relativa  ad  F,,-,,,  presa  come  superficie 
fondamentale.  Se  s  =  1  ,  il  cono  diviene  un  piano^  ed  il  teorema  sussiste  per 
qualunque  punto  o  di  questo  piano. 

74.  Le  polari  (di  nno  stesso  ordine  n  —  r]  di  un  polo  fisso 
0  rispetto  alle  superficie  d'un  fascio  d'  ordine  n,  prese  co- 
me superficie  fondamentali,  formano  un  altro  fascio,  pro- 
iettivo al  dato.  In  fatti  una  retta  trasversale  condotta  ad  arbitrio  per  o 
sega  le  superficie  fondamentali  in  gruppi  di  n  punti  in  involuzione  (41);  ed  i 
centri  armonici  (di  grado  r)  di  questi  gruppi  rispetto  al  polo  o  formano  una 
nuova  involuzione  projettiva  alla  prima  (**).  Ma  i  centri  armonici  sono  le 
intersezioni  della  trasversale  colle  superficie  polari;  dunque  per  un  punto  qua- 
lunque dello  spazio  non  passa  che  una  sola  superficie  polare,  ossia  le  superfi- 
cie polari  formano  un  fascio,  ecc. 

Questo  teorema  può  facilmente  essere  generalizzato.  A  tale  uopo  introdu- 
ciamo il  concetto  di  sistema  lineare  di  genere  m  e  di  grado  n 
di  punti  sopra  una  retta  data,  cbiam.ando  con  questo  nome  la  serie 
(m  volte  infinita)  dei  gruppi  di  n  punii  che  sodisfanno  ad  n  —  m  condizioni 
comuni,  tali  che,  presi  ad  arbitrio  m  punti  nella  retta,  con  essi  si  possa  for- 
mare un  solo  gruppo  della  serie  (42).  Per  m  =  1  si  ha  1'  involuzione  di 
grado  n. 

Due  sistemi  lineari  di  punti  dello  stesso  genere  (in  una  medesima  retta  o 
in  due  rette  differenti)  si  diranno  projettivi  quando  i  gruppi  dell'uno  cor- 
rispondano, ciascuno  a  ciascuno,  ai  gruppi  dell'  altro  in  modo  che  ai  gruppi 
del  primo  sistema  formanti  un  sistema  minore  di  genere  m  —  m'  corrisponda- 
no gruppi  del  secondo  sistema  formanti  un  sistema  minore  dello  stesso  genere 
m  —  m'  (44). 

Da  questa  definizione  (***)  segue  immediatamente  che  i  centri  armo- 
nici di  grado  r  dei  gruppi  di  un  dato  sistema  lineare  di 
punti   (di  genere  tne  di   grado   n),    rispetto   ad  un  polo   arbi- 


(*)  mtrod.  16. 
(**■)  Introd.  23. 

(***)  È  superfluo  dire  clie  definizioni  analoghe  si  possono  dare  pei  sistemi 
e  in  un  piano. 
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l  r  a  r  io    (preso    nella    iella    data)    formano    un    nuovo    sistema 
lineare    (<li    genere   m   e   di    grado   r)    proj  attivo   al    d  a  l  o. 

E  inoltre  evidente  che  i  punii  nei  quali  le  s  u  p  e  r  li  e  i  e 
d'ordine  n  d'un  sistema  lineare  di  genere  m  42)  segano 
una  trasversale  qualun(iue  costituiscono  un  sistema  linea- 
re (di  genere  m  e  grado  n);  e  che  viceversa,  se  le  superficie  (dello 
stesio  ordine)  di  una  serie  m  volle  infinita  sono  incontrate  da  una  reità  arbi- 
traria in  gruppi  di  punii  di  un  sistema  lineare,  anch'  esse  formeranno  un  si- 
stema lineare. 

Sia  ora  dalo  un  sistema  lineare  di  genere  m  di  superficie  d'  ordine  n  ;  e 
sia  0  un  polo  fissato  ad  arbitrio  nello  spazio.  Condotta  per  o  una  trasversale 
qualsivoglia,  essa  segherà  le  superficie  in  pimti  formanti  un  sistema  lineare  ^ 
ed  i  centri  armonici  di  grado  r  dei  gruppi  di  questo  sistema,  rispetto  al  po- 
lo 0,  costituiranno  un  altro  sistema  lineare  projettivo  al  primo.   Dunque  (*)  : 

Le  polari  (di  uno  slesso  ordine)  di  un  polo  fisso  rispet- 
to alle  superficie  di  un  sistema  lineare  formano  anch'es- 
se un   sistema   lineare,    che   è    projettivo   al    dato. 

76.  In  un  sistema  lineare  di  genere  m  di  superficie  d'  ordine  n  quante 
sono  quelle  che  hanno  un  contatto  (m -H  1)'""""  con  una  reità  data?  Una  qual- 
sivoglia delle  superficie  segherà  la  retta  in  n  punti,  »n  -t-  1  de'  quali  denoto 
con  XiX.2  .  •  ■  Xm+i  •  Questi  m -H  l  punti  sono  tali  che_,  presi  ad  arbitrio 
m  fra  essi,  il  rimanente  ha  n  —  m  posizioni  possibili,,  donde  segue  che  vi  sa- 
ranno nella  retta  (m -h  l)(n  —  m)  coincidenze  dei  punti  a;,  a;2  .  .  a;,„  +  ,  (**)  ; 
ossia  (m -i- I  )  (n  —  ni)  è  il  numero  delle  superficie  del  sistema  che  hanno  la 
proprietà  dichiarata. 

76.  Supponiamo  che  si  abbia  una  superficie  9*,,  d'ordine  n,  un  cono  Kn 
d'  ordine  n  e  di  vertice  0 ,  e  che  per  la  curva  d'  ordine  n^  intersezione  dei 
luoghi  fi,,,  K,,,  si  faccia  passare  un'altra  superficie  ^„'  dello  stesso  ordine  n. 
Ciascuna  generatrice  del  cono  Kn  incontra  le  due  superficie  f,,,  'pn  t\egVi 
stessi  n  punii,  epperò  gli  r  centri  armonici,  di  grado  r ,  del  sistema  di  que- 
sti n  punti  rispetto  al  polo  o  ^  appartengono  alle  polari  (n  —  r)"""  di  0  rispetto 
ad  entrambe  le  superficie  fu,  fn-  Ogni  piano  condotto  per  0  coniiene  n  ge- 
neratrici del  cono  Kn  >  epperò  nr  di  quei  centri  armonici  ;  dunque  le  due  po- 
lari anzidette  hanno  in  comune  una  curva  d'ordine  nr .  Ma  due  superficie  di- 
stinte d'  ordine  r  non  possono  avere  in  comune  una  curva  il  cui  ordine  su- 
peri r-  ;  quindi,  essendo  n>  r  ,  si  può  conchiudere  che  le  polari  (n  —  r)""^ 
di  0  rispetto  a  <^„  e  g),/   sono  una  sola  e  medesima  superficie.  Ossia: 

Quando  in  un  fascio  di  superficie  d'  ordine  n  vi  è  un  co- 
no, il  vertice  di  questo  cono  li  a  la  stessa  polare  (di  qua- 
lunque  ordine)    rispetto    a    tutte    le   superficie   del   fascio. 


(*)  Cfr.  BoBiLLTER,  liecherches  sur  les  lois  générales  qui  régissent  les  lignes  et  les  surfaces 
algébriques    Ann.  Girg.  1.  18-,  t82r-28). 

(**)  Infalli,  rircriti  i  pnnti  X  ad  un  pnnto  fisso  n  della  rclla  data,  avrà  luogo  fra  i  segmenti  ox 
un' cqiiazinne  di  grado  n  —  m  rispcUo  a  ciascuno  di  essi,  considerali  gli  allri  come  dati,  cioè  un'efiuazio- 
iieilcui  termine  a  dimensioni  piii  alte  conterrà  il  prodotto  delle  potenze  (n  —  m)'»r  dei  segmenti  OX,, 
OX^,.  .0X„.^\  .  Dunque,  se  i  punU  X  coincidono,  questo  prodotto  diverri  la  potenza  (m -<- 1  (n  —  m) 
di  OX  . 
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77.  Ritorniamo  alla  superficie  fondamentale  F,i,  e  siano  o,  o  due  punti 
qualisivogliano  dati.  Indicliiarao  con  Po,  Po'  le  prime  polari  di  questi  punti 
rispetto  ad  F„  ;  con  Po,,'  la  prima  polare  di  o  rispetto  a  Po'  risguardata  come 
superficie  fondamentale  ;  e  similmente  con  Po'o  la  prima  polare  di  o'  rispetto  a 
Po-  Ci  proponiamo  di  dimostrare  che  Poo  e  Può  "on  sono  che  una  sola  e 
medesima  superficie. 

Si  conduca  per  o  un  piano  arbitrario  E,  e  sia  Kn  il  cono  d'  ordine  n 
avente  per  vertice  il  punto  o  e  per  direttrice  la  curva  EF„  (intersezione  del 
piano  E  colla  superficie  F,,).  Le  superficie  E„,  Fn  avranno  in  comune  un'al- 
tra curva  d'ordine  n(n  —  1)  situata  iu  una  superficie  F„_i  d' ordine  n—  1. 
Siccome  F,,  appartiene,  insieme  con  K^  e  col  sistema  [EFn_\) ,  ad  uno  sles- 
so fascio,  così  (75)  la  polare  P,,'  apparterrà  al  fascio  determinato  dal  cono 
Xh_ii  prima  polare  di  6  rispetto  a  ^;, ,  e  dal  sistema  {EF„_.i),  ove  F«_.^ 
è  la  prima  polare  di  o'  rispetto  ad  F„_i:  la  qual  superficie  F,,-.^  insieme  col 
piano  E  costituisce  la  prima  polare  di  o'  rispetto  alla  superficie  composta 
(Ef,i_i)  (74).  Siccome  poi  nell'ultimo  fascio  menzionato  v' è  il  cono  K,i—\ 
di  vertice  o,  così  (76)  la  superficie  Poó  coinciderà  colla  prima  polare  di  o  ri- 
spetto al  luogo  composto  (JEF„_.^)  ,  epperò  passerà  per  la  curva  d'ordine 
n  —  2  intersezione  di  Fn_c,  col  piano  E  (73). 

Analogamente,  poiché  F„  passa  per  la  curva  d'  intersezione  de'  luoghi  K,, 
ed  (£F,,_i),  la  superficie  P„  coinciderà  colla  prima  polare  di  o  rispetto  ad 
(J?Fn_  1)5  epperò  passerà  per  la  curva  d'intersezione  di  Fn—i  fol  piano  E. 
La  superficie  Po'o  passerà  adunque  per  la  curva  d'ordine  n  —  2  ,  prima  polare 
di  0  rispetto  alla  curva  £F„_,  anzidetta;  ossia  Po'o  passerà  per  1' interse- 
zione di  F„_2  col  piano  E. 

Ciò  torna  a  dire  che  le  superficie  Poo  e  Po'o  hanno  una  curva  comune 
d'  ordine  n  —  2  situata  in  un  piano  condotto  arbitrariamente  per  0'  ;  dunque 
esse  non  sono  che  una  sola  e  medesima  superficie  d'ordine  n  —  2. 

Abbiansi  ora  nello  spazio  ^ -f-  1  punti  qualisivogliano  0,  0',  o",..oW,e  si 
indichi  con  P„u'o"  la  prima  polare  di  o  rispetto  a  Po'o",  con  Poo',, "0" 'a  prima 
polare  di  0  rispetto  a  Póo'ó",  ecc.  Il  teorema  ora  dimostrato,  ripetuto  suc- 
cessivamente, mostra  che  la  polare  Pooù'-.o^^'*  rimane  la  medesima  superficie, 
in  qualunque  ordine  siano  presi  i  poli  0,  6,  o",..o(f).  Se  poi  si  suppone 
che  r  di  questi  punti  coincidano  in  un  solo  0 ,  e  che  gli  altri  u  +  1  —  r  =  r' 
si  riuniscano  insieme  in  0',  avremo  il  teorema  generale  (*)  : 

Data  la  superficie  fondamentale  F„,  la  polare  (r)'""  d  i  u  n 
punto  0  rispetto  alla  polare  (r')""'  di  un  altro  punto  0'  co- 
incide colla  polare  (r')"'"  di  6  rispetto  alla  polare  (r)*"" 
dio. 

Tali  polari  si  diranno  folari  miste  (**). 

78.  Snppongasi  che  la  polare  (r')'""  di  0'  rispetto  alla  polare  (r)'""  di  0 
passi  per  un  punto  m,  ossia  (77)   che  la  polare  (r)"*"  di  0  rispetto  alla  polare 


(*)  PlUcker,   Veber  ein  neues  Coordinatensystem  (C.  di  Creile,  l.  5,  1830    p.  34. 

(**)  Sopra  alcune  questioni  netta  teoria  dette  curve  piane  (Annali    di   Matematica,   (.6;    Ro- 

1864),  7.  Questa  dimostrazione  s'intenda  sostituita  a  quella  insufficiente  data  nell' Antrod.  69  e. 


(/)"•"  di  6  passi  per  m.  Allora,  in  virtù  di  una  proprietà  già  osservata  (62), 
la  polare  ((n  —  r')  —  r)""*  di  m  rispetto  alla  polare  (r')'""  di  o  passerà  per 
0,  ossia  (7  7)  la  polare  (r')'""  di  o  rispetto  alla  poiare  (n  —  r  —  r')'""  di  m 
passerà  per  o  .   Dunque  : 

Se  la  polare  (r')""'  di  d  rispetto  alla  polare  (r)'""  di  o  pas- 
sa per  m,  la  polare  (r)'""  di  6  rispetto  alla  polare  (n— r— r')"'" 
di   m    passa   per   o. 

79.  Consideriamo  di  nuovo  un  punto  d ,  multiplo  secondo  s  per  la  super- 
ficie fondamentale,  e  sia  o  un  polo  qualunque.  Condotta  la  trasversale  od,  vi 
sono  s  de' punti  a^a^^-.a,,  che  coincidono  in  d,  epperò  questo  punto  terrà 
luogo  di  s  —  r  centri  armonici  di  grado  n  —  r;  dunque  la  polare  (r)'""  di  o 
passa  per  d  (finché  r  sia  minore  di  s).  La  polare  [[n  —  r)  —  {$  —  r)Y"''  (*' 
d  rispetto  alla  polare  (r)'""  di  o  coincide  (77)  colla  polare  (r)'""  di  o  rispetto 
alla  polare  (n  —  s)'""  di  d;  ma  (71)  la  polare  (n  —  s)'""  di  d  è  un  cono  di 
vertice  d  (e  d'ordine  s)  ;  dunque  la  polare  [  (n  —  r)  —  (s  —  r)]'""  di  d  ri- 
spetto alla  polare  (r)'""  di  o  è  un  cono  di  vertice  d  (e  d'  ordine  s  —  r).  Ne 
segue  (71)  che  : 

Se  un  punto  d  è  multiplo  secondo  s  per  la  superficie 
fondamentale,  esso  è  multiplo  secondo  s  —  r  per  la  polare 
(r)'""  di  qualsivoglia  polo  o;  ed  il  cono  tangente  a  questa 
polare  in  d  è  la  polare  (r)"'"  di  o  rispetto  al  cono  che  toc- 
ca   la    superficie   fondamentale    nello    slesso   punto    d  (*). 

Di  qui  si  trae  che  le  polari  (r)""  di  lutt'  i  punti  di  una  retta  passante  per 
d  hanno  in  d  lo  stesso  cono  tangente  (d'  ordine  s  —  r). 

80.  Le  prime  polari  di  due  punti  qualunque  o,  o' ,  rispetto  alla  superficie 
fondamentale  F„,  si  segano  secondo  una  curva  gobba  d'ordine  (n  —  1)-^  cia- 
scun punto  della  quale,  giacendo  in  entrambe  le  prime  polari,  avrà  il  suo  pia- 
no polare  passante  sì  per  o,  che  per  o'  (62).    Dunque: 

Il  luogo  dei  punti  i  cui  piani  polari  passano  per  una 
retta    data    {oo')    è    una    curva    gobba    d'  ordine    [n—  l)'^. 

Siccome  il  piano  polare  di  qualunque  punto  di  questa  curva  passa  per  la 
retta  od,  così  la  prima  polare  di  qualunque  punto  della  retta  passerà  per  la 
curva;  dunque: 

Le  prime  polari  dei  punti  di  una  retta  formano  un  fa- 
scio. 

La  curva  d'ordine  (n—\)-,  base  di  questo  fascio,  si  dirà  prima  po- 
lare   della   retta   data    (**). 

81.  Le  prime  polari  di  tre  punti  o,  d,  o"  hanno  (n  —  l)"^  punti  comuni^ 
ciascuno  de' quali  avrà  il  piano  polare  passante  per  o,  d,  o"  ;  vale  a  dire  che 
ciascuno  di  quegli  (n  —  \f  punti  sarà  polo  del  piano  odd'.  Reciprocamente 
ogni  punto  di  questo  piano  avrà  la  sua  prima  polare  passante  per  ciascuno  di 
quegli  (n  —  1)^  punti;  dunque: 


(*)  Per  la  teoria  delle  curve  piane,  sostituiscasi    iiiiesta    dimostrazione   a   quella    insufficienlc   della 
Inirod.  73. 

(**)  BoBiLLiea  I.  e. 


Ud  piano  qualunque  ha  (n  —  ly  poli,  i  quali  sono  i  punti 
coni  un-  alle  prime  polari  di  tutti  i  punti  del  piano  (*). 
Ossia  : 

Le  prime  polari  dei  punti  di  un  piano  formano  una  rete. 
In  fatti,  se  cerchiamo  nel  piano  dato  un  polo  la  cui  prima  polare  passi  per  un 
punto  m  preso  ad  arbitrio  nello  spazio,  il  luogo  del  polo  sarà  la  retta  comune 
al  piano  dato  ed  al  piano  polare  di  m;  epperò  (80)  fra  le  polari  dei  punti  del 
piano  dato  quelle  che  passano  per  m  formano  un  fascio. 

82.  Dalle  cose  precedenti  segue: 

1."^  Che  per  tre  punti  passa  una  sola  prima  polare;  il  polo  di  essa  (■ 
i'  intersezione  dei  piani  polari  dei  tre  punti  dati. 

2.'^  Che  le  prime  polari  passanti  per  due  punii  fissi  formano  un  fascio 
(ossia  hanno  in  comune  una  curva  d'ordine  (n  —  1)-  passante  pei  due  punii 
dati),  ed  i  loro  poli  sono  nella  retta  intersezione  dei  piani  polari  dei  due  pun- 
ti dati. 

3.°  Che  le  prime  polari  passanti  per  un  punto  fìsso  formano  una  rete 
(ossia  hanno  in  comune  (n  —  !)■'  punti,  compreso  il  dato)  ed  i  loro  poli  sono 
nel  piano  polare  del  punto  dato. 

4.°  Che  le  prime  polari  di  tutti  i  punti  dello  spazio  formano  un  sistema 
lineare  in  senso  stretto^  cioè  di  terzo  genere  (**). 

Quattro  prime  polari  bastano  per  individuare  tutte  le  altre,  purché  esse  non 
appartengano  ad  uno  stesso  fascio  né  ad  una  stessa  rete.  In  fatti  date  quattro 
prime  polari  Pj ,  Po  ,  Pj  ^  P,^ ,  i  cui  poli  non  siano  né  in  linea  retta  né  in 
uno  slesso  piano^  si  domandi  quella 'che  passa  per  tre  punti  dati  o,  6,  o" . 
Le  coppie  di  superficie  PiPt,  PyP^ì  Pi  Pi  individuano  tre  fasci;  le  super- 
ficie che  passano  per  o  ed  appartengono  rispettivamente  a  questi  tre  fasci  in- 
dividueranno una  relè.  Le  superficie  di  questa  rete  che  passano  per  o'  forma- 
no un  fascio,  nel  quale  vi  è  una  (una  sola)  superficie  passante  per  o'.  E  que- 
sta è  evidentemente  la  domandata. 

83.  In  generale  le  superficie  di  un  sistema  lineare  non  hanno  punti  comu- 
ni a  tutte.  Ma  se  quattro  prime  polari^  i  cui  poli  non  siano  in  uno  stesso 
piano^  passano  per  uno  stesso  punto,  questo  appartiene  a  tutte  le  prime  polari 
ed  é  doppio  per  la  superficie  fondamentale  ;  in  fatti,  il  piano  polare  di  quel 
punto  potendo  passare  per  un  punto  qualunque  dello  spazio  (62)  risulta  inde- 
terminato; ed  inoltre  la  prima  polare  di  quel  punto  dovendo  passare  pel  punto 
stesso,  ne  segue  che  esso  appartiene  alla  superficie  fondamentale.   Dunque  ecc. 

In  generale,  se  quattro  prime  polari  (i  cui  poli  non  siano  in  uno  stesso 
piano)  hanno  un  punto  (s)'''"  comune  d,  questo  sarà  multiplo  secondo  s  per 
ogni  altra  prima  polare,  il  che  risulta  evidente  dal  modo  col  quale  questa  po- 
lare si  deduce  dalle  quattro  date  (82).  La  prima  polare  di  d  passerà  per  d , 
epperò  questo  punto  apparterrà  anche  alla  superficie  fondamentale.  Inoltre  le 
polari  prima,  seconda, (s  —  1)'""  di  qualunque  punto  dello  spazio  rispetto  ad 
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lina  qualunque  delle  prime  polari  anzidette  passeranno  (79)  per  d,  o  in  altre 
parole,  le  polari  seconda,  terza,.,  s'""  di  un  punto  qualunque  delio  spazio,  rispetto 
ad  Fn,  passano  per  d;  donde  segue  che  le  polari  (n  —  2)'"",  (n  —  3)'"",  .  . 
(n  —  s)'""  del  punto  d,  potendo  passare  per  ogni  punto  dello  spazio,  saranno 
indeterminate;  e  la  polare  (n  — s— 1)'""  dello  stesso  punto  d  sarà  un  cono 
d'ordine  s-t-  1.  Dunque  (71)  d  è  un  punto  multiplo  secondo  il  numero  s -h  1 
per  la  superfìcie  fondamentale. 

Questo  teorema  si  può  esporre  in  un'  altra  maniera.  Supponiamo  che  le  po- 
lari {$)""'  di  lutti  i  punti  dello  spazio  abbiano  un  punto  comune  d;  questo 
apparterrà  anche  alla  polare  (s)'""  del  punto  stesso_,  e  quindi  alla  superficie  fon- 
damentale. Il  punto  d  poi  avrà  la  sua  polare  {n  —  s)'""  passante  per  un  punto 
qualunque  dello  spazio,  vale  a  dire  indeterminala.  Dunque  la  polare  (n  —  s  —  1)'"" 
di  d  sarà  un  cono  avente  il  vertice  in  d_,  epperò  d  sarà  un  punto  (s -H  1)'*'" 
per  la  superficie  fondamentale. 

84.  Supponiamo  ora  che  la  polare  (r)'""  di  un  punto  o  abbia  un  punto  o' 
multiplo  secondo  il  numero  s.  Allora  le  polari  (r-t-1)'"",  (r -i- 2)'"",  .. 
(r  H- s —  i)"'"  di  0  passeranno  tutte  per  o' ,  e  per  conseguenza  (62)  le  polari 
(n  —  r)'"",  (n  —  r  —  1)""',  .  .  {n  —  r  —  s  -h  l)'""  di  o'  passeranno  per  o. 
Inoltre  (79)  anche  la  polare  t'""  (ove  t  =  1,  2,  .  .  s—  1)  di  un  punto  qua- 
lunque m  rispetto  alla  polare  r""*  di  o  passerà  s  —  (  volle  per  o',  donde 
segue  (78)  che  la  polare  f'""  di  m  rispetto  alla  polare  {n—r  —  l)'""  di  o' 
passa  per  o.  Quindi  (83)  il  punto  o  è  multiplo  secondo  il  numero  t -«- 1  per 
la  polare  (n  —  r  —  <)'""  di  o'.  Dando  a  t  il  suo  massimo  valore  si  ha  per- 
tanto il  teorema: 

Se  la  polare  (r)'""  di  un  punto  o  ha  un  punto  (s)'''"  o,  vie e- 
versa  o  è  un  punto  (s)'''"  per  la  polare  (n  —  r  —  s  -+-  1  )'"" 
d  i   o'. 

85.  La  polare  (r')'""  di  un  punto  o' ,  presa  rispetto  alla  polare  (r)'""  di  un 
altro  punto  o,  abbia  un  punto  o"  multiplo  secondo  il  numero  s,  ossia  la  po- 
lare (r)""'  di  0  rispetto  alla  polare  (r')'""  di  o'  abbia  il  punto  ($]>''"  o".  Allo- 
ra, applicando  il  teorema  dimostrato  precedentemente  (84)  alla  polare  (/)"""  di 
o' ,  risguardata  come  superficie  fondamentale  ,  troveremo  che  la  polare 
(n  —  r' —  r  —  s -h  l)'""  di  o"  rispetto  alla  polare  (r')'""  di  o'  ha  un  punto 
(s)^'"  in  o;  dunque: 

Se  la  polare  (r')'""  di  un  punto  o  rispetto  alla  polare  (r)"'" 
di  un  altro  punto  o  ha  un  punto  (s)'''"  o",  viceversa  la  pola- 
re (n  —  r  —  r' —  s -t- 1)'""  di  o"  rispetto  alla  polare  (r')'""  di  o' 
avrà  un   punto    (s)p'"   in   o . 

86.  Si  è  veduto  (69)  che  la  quadrica  polare  di  un  punto  parabolico  o  del- 
la superficie  fondamentale  è  un  cono  tangente  al  relativo  piano  stazionario,  e 
che  la  generatrice  di  contatto  è  la  retta  osculatrice  ad  F„  in  o .  In  questa 
retta  sarà  quindi  situato  il  vertice  o'  del  cono.  Applicando  ora  a  questi  pun- 
ti 0,  o',  un  teorema  precedente  (84)_,  vediamo  che^,  essendo  o'  un  punto  dop- 
pio per  1'  (n  — 2)'""  polare  di  o,  la  prima  polare  di  o  avrà  un  punto  doppio 
in  0  ;  ossia  : 

Un  punto  parabolico  o  è  doppio  per  una  prima  polare, 
il  cui  polo  è  situato  nella  retta  che  oscula  in  o  la  super- 
ficie   fondamentale. 
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Se  un  punlo  o,  appartenente  alla  superficie  fondamentale,  ha  per  quadrica 
polare  un  cono,  esso  sarà  o  un  punto  doppio  o  un  punto  parabolico  per  F„. 
In  fatti,  se  il  cono  polare  ha  il  vertice  in  o,  questo  punto  è  doppio  per  la 
superficie  fondamentale  (71).  Se  poi  il  vertice  è  un  altro  punto  6,  siccome 
la  quadrica  polare  di  o  deve  toccare  in  questo  punto  la  superficie  fondamen- 
tale, bisogna  che  oo'  sia  1'  unica  retta  osculalrice  in  o ,  cioè  che  o  sia  un 
punto  parabolico. 


Inviluppi  tli  piani  polari  e  luoghi  di  poli. 


87.  Proponiamoci  di  determinare  l'  inviluppo  dei  piani  polari  (relativi  ad 
/■„)  dei  punti  di  una  retta  R.  I  piani  polari  passanti  per  un  punto  qualunque 
t  hanno  (62)  i  loro  poli  nella  prima  polare  di  i,  la  quale  segherà  i?  in  n  —  1 
punti;  vale  a  dire,  per  i  passano  n—\  piani,  ciascuno  de'  quali  ha  un  polo 
in  R.  L'inviluppo  cercalo  è  dunque  una  sviluppabile  della  classe  n—  1  :  le 
daremo  il  nome  di    polare    (n  —  1)'""  d  e  1 1  a    retta    R. 

Se  la  prima  polare  di  t  fosse  tangente  ad  R,  due  degli  n—  1  piani  pas- 
santi per  t  coinciderebbero,  e  questo  punto  apparterrebbe  alla  sviluppabile. 
Dunque  1'  inviluppo  dei  piani  polari  dei  punti  di  R  è  ad  un  tempo  il  luogo 
dei  poli  delle  prime  polari  tangenti  ad  R . 

Se  r  è  una  retta  arbitraria,  le  prime  polari  dei  punti  di  T  formano  un 
fascio  (80),  nel  quale  è  noto  esservi  2(n  —  2)  superficie  tangenti  ad  una  ret- 
ta qualunque,  p.  e.  ad  R;  dunque  T  contiene  2(n  —  2)  punti  del  luogo,  os- 
sia: la  polare  (n  —  l)"'"  di  R  è  una  sviluppabile  d'  ordine 
2(n  -  2). 

Se  m  è  un  punto  in  R,\e  prime  polari  tangenti  ad  /{  in  »n  avranno  (82) 
i  loro  poli  in  una  retta  M,  generatrice  della  sviluppabile  che  si  considera. 
Analogamente^  se  m'  è  il  punto  di  R  successivo  ad  m,  le  prime  polari  tan- 
genti ad  R  in  ni  avranno  i  loro  poli  nella  retta  M' ,  generatrice  successiva 
ad  M •  La  prima  polare  che  oscula  i?  in  m  avrà  dunque  il  suo  polo  nel  punto 
comune  alle  rette  M ,  M'  ;  ossia  la  curva  cuspidale  della  sviluppabile  sarà  il 
luogo  dei  poli  delle  prime   polari  osculatrici  ad  R. 

In  una  rete  di  superficie  d'ordine  n—\,  ve  ne  sono  3(n  —  3)  che  oscu- 
lano una  retta  data  (75).  Ora,  se  le  superficie  della  rete  sono  prime  polari 
(relative  ad  F„),  i  loro  poli  sono  in  un  piano  (82)  ;  un  piano  qualunque  con- 
tiene per  conseguenza  3(n  —  3)  punti  le  cui  prime  polari  osculano  R;  ossia 
il  luogo  dei  poli  delle  prime  polari  osculate  da  R  è  una 
curva  gobba  d'  ordine  3(n  —  3),  che  è  lo  spigolo  di  regresso  della 
sviluppabile  sopra  menzionata. 

Una  sezione  piana  di  questa  sviluppabile,  essendo  dell'  ordine  2(n  —  2), 
della  classe  n  — 1,  e  dotata  di  3(n  — 3)  cuspidi,  avrà  2(n  — 3)(n  —  4)  punti 
doppi;  dunque:  il  luogo  dei  poli  delle  prime  polari  tangenti 
ad  R  in  due  punti  distinti  è  una  curva  gobba  dell'  ordine 
2(n  — 3)(n  — 4),  che  è  la  linea  nodale  della  sviluppabile  di  cui  si  tratta. 

Si  dimostra  nello  slesso  modo  che   i   piani  polari  dei  punti  di  una 
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curva  qualsivoglia  data,  d'  ordine  m,tWina  sviluppabile 
della  classe  m(n  —  ì),  la  quale  ò  anche  il  luogo  dei  punti 
le   cui    prime    polari   sono    tangenti    alla    curva   data. 

88.  Consideriamo  ora  la  polare  (n—  I)'""  di  una  superficie  data  d'ordine 
m,  ossia  l'inviluppo  dei  piani  polari  dei  punti  di  questa  superficie.  I  piani 
passanti  per  una  retta  qualunque  T  hanno  i  loro  poli  (80)  in  una  curva  gob- 
ba d'ordine  (n  —  1)"-,  la  quale  incontrerà  la  superficie  data  in  m(n  —  1)-  pun- 
ti, epperò  I'  inviluppo  richiesto  ò  una  superficie  della  classe  m{n  —  1)-. 

Se  due  degli  m(n  —  1)'-  punti  anzidetti  coincidono,  la  retta  T  sarà  tangen- 
te alla  superficie  di  cui  si  tratta  ;  epperò  se  a  due  rette  T,  T  passanti  per 
uno  stesso  punto  i  corrispondano  due  curve  tangenti  in  imo  stesso  punto  % 
alla  superficie  data,  i'  sarà  un  polo  del  piano  TT ,  e  questo  piano  sarà  tan- 
gente in  t  alla  superficie  della  classe  m[n  —  1)'^.  Ma  in  tal  caso  la  prima  po- 
lare del  punto  i ,  contenendo  entrambe  le  due  curve  gobbe,  è  tangente  in  t' 
alla  superficie  data;  dunque: 

L'  inviluppo  dei  piani  polari  dei  punti  di  una  superfi- 
cie data  è  ad  un  tempo  il  luogo  dei  punti  le  cui  prime 
polari   sono   tangenti   alla   superficie    data    medesima. 

La  polare  (n —  1)'""  di  un  piano  è  una  superficie  dell'ordine  3(n  —  S)'-^, 
perchè  in  un  fascio  di  superficie  dell'  ordine  n—  1  ve  ne  sono  3(n  — 2)-  che 
toccano  un  piano  dato  (41). 

89.  Quale  è  il  luogo  dei  poli  dei  piani  tangenti  ad  una  data  superficie  di 
classe  ni?  Per  una  retta  arbitraria  T  passano  m  piani  tangenti  alla  superficie 
data,  i  q^iiali  hanno  tutti  i  loro  poli  nella  curva  gobba  d'ordine  (n  —  1)"-,  prima 
polare  di  T  (80).  Questa  curva  ha  wj(n— 1)''  punti  comuni  col  luogo  cercato 
(tanti  essendo  i  poli  di  m  piani),  epperò  questo  luogo  ò  una  superficie  d'  or- 
dine m[n  —  1). 

Se  r  è  una  retta  tangente  alla  superficie  data,  due  di  quegli  m  piani  co- 
incidono, e  per  conseguenza  la  curva  gobba,  prima  polare  di  T,  avrà  {n  —  1)^ 
punti  di  contatto  col  luogo  di  cui  si  tratta.  È  se  due  rette  T,  T'  toccano  in 
uno  stesso  punto  t  la  superficie  data^  le  curve  gobbe  corrispondenti  a  queste 
rette  toccheranno  il  luogo  negli  stessi  (n —  1)'  punti;  e  siccome  le  due  curve 
sono  situate  insieme  nella  prima  polare  del  punto  j,  cosi  gli  (n  —  1)'  poli 
del  piano  TT'  saranno  altrettanti  punti  di  contatto  fra  il  luogo  e  la  prima  polare 
del  punto  t.  Dunque: 

Il  luogo  dei  poli  dei  piani  tangenti  ad  una  superficie 
data  è  anche  I'  inviluppo  delle  prime  polari  dei  punti  del- 
la   superficie   data. 

Ciascuna  inviluppata  ha  coli'  inviluppo  (n  —  1)''  punti  di  contatto,  i  (jua- 
li  sono  i  poli  del  piano  tangente  alla  superficie  data  nel  polo  dell'  invi- 
luppata. 

La  prima  polare  del  punto  t  segherà  il  luogo  secondo  una  curva  d'  ordine 
m{n  —  1)^,  che  è  evidentemepte  il  luogo  dei  poli  dei  piani  che  per  t  si  pos- 
sono condurre  a  toccare  la  superficie  data,  ossia  dei  piani  tangenti  al  cono  di 
vertice  i,  circoscritto  alla  superficie  data. 

Alla  superficie  d'  ordine  tn(n  —  1),  (jui  considerala  come  luogo  e  come  in- 
viluppo, daremo  il  nome  di  prima   polare   della   superficie   data. 

90.  La  superficie  data  sia  ora  sviluppabile  e  della    classe   fn;   e  cerchiamo 
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anche  per  essa  il  luogo  dei  poli  dei  suoi  piani  tangenti.  Per  un  punto  qua- 
lunque 0  si  possono  condurre  m  piani  tangenti  alla  sviluppabile  data;  questi 
piani  hanno  i  loro  m(n  —  If  poli  nella  prima  polare  di  o  e  sono  altrettanti 
punti  del  luogo.  11  luogo  richiesto  è  adunque  una  curva  gobba  dell'  ordine 
m{n  —  1)'-.  Se  il  punto  o  ò  nella  sviluppabile,  due  degli  m  piani  tangenti  co- 
incidono, epperò  la  prima  polare  di  o  toccherà  il  luogo  in  {n  —  1)'  punti.  11 
luogo  è  per  conseguenza  anche  1'  inviluppo  delle  prime  polari  dei  punti  della 
superficie  data,  in  questo  senso  che  la  curva  trovata  (■  toccata  in  (n  —  1)"" 
punti  dalla  prima  polare  di  un  punto  qualunque  della  sviluppabile  data.  La 
medesima  curva  sarà  osculata  in  (n  —  l)'' punti  dalla  prima  polare  di  un  pun- 
to qualanque  dello  spigolo  di  regresso  della  sviluppabile,  e  sarà  toccata  in 
2(n— l)"'  punti  dalla  prima  polare  di  un  punto  qualunque  delia  linea  nodale 
della,  sviluppabile  medesima. 


Facci  projetlivi  di  superflcie. 


91.  Dati  due  fasci  projettivi,  l'uno  di  superficie  d'ordine  n,,  l'altro  di 
superficie  d'ordine  «.,_,  quale  sarà  il  luogo  della  curva  d'ordine  n^n.i,  inter- 
sezione di  due  superficie  corrispondenti?  Se  a;  è  un  punto  qualunque  di  una 
retta  T,  per  x  passa  una  superficie  del  primo  fascio;  la  corrispondente  su- 
perficie del  secondo  fascio  segherà  T  in  n.^  punti  x'.  Viceversa,  per  un  punto 
x'  passa  una  superficie  del  secondo  fascio,  e  la  corrispondente  superficie  dei 
primo  fascio  incontrerà  T  in  n,  punti  x.  Abbiamo  dunque  in  T  due  serie  di 
punti  X,  x  che  hanno  la  corrispondenza  (n,,  n._,)  ;  il  numero  de'  punti  uniti 
sarà  «jH-na;  cioè  il  luogo  cercalo  è  una  superficie  d'  ordine 
n,  -t-  na . 

Ovvero  :  un  piano  qualunque  sega  le  superficie  date  secondo  curve  forman- 
ti due  fasci  projettivi;  ora  il  luogo  dei  punti  comuni  alle  curve  corrispon- 
denti è  (*)  una  iiuea  d'ordine  «i  ■^n^_\  dunque  il  luogo  domandato  è  taglia- 
to da  un  piano  arbitrario  secondo  una  curva  d'ordine  n,  -^n^. 

Questa  superficie  passa  per  le  curve  d'  ordini  n,^,  n^,  basi  de'  due  fascia 
perchè  ciascun  punto  di  una  di  queste  curve  è  situato  in  tutte  le  superficie 
di  un  fascio  ed  in  una  superficie  dell'  altro. 

Se  0  è  un  punto  della  curva  [n^-].  Sa  la  superficie  del  secondo  fascio  che 
passa  per  o,  Si  la  corrispondente  superficie  del  primo  fascio^  e  P  il  piano 
che  tocca  5i  in  o;  il  piano  P  sega  S{  secondo  una  curva  che  ha  un  punto 
doppio  in  0;,  ed  Se,  secondo  una  curva  che  passa  per  o;  dunque  (**)  o  sarà 
un  punto  doppio  anche  per  la  curva  (ni-t-n.i),  intersezione  della  superficie 
(n,  -<- %)  col  piano  P.  Vale  a  dire,  questa  superficie  è  toccata  in  o  dal  piano  P. 


(*)  Grassmann,  Die  hòhere   Projectivilàt  in  der  Ebene  (G.  di  Creile  t.  42-,  1851)  p.  202. 
mtrod.  50. 

(**)  mtrod.  51  b. 
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92.  Sopra  una  superficie  S  d'  online  n,  +  n.,  suppongasi  tracciata  una  cur- 
va Cj  d'ordine  n^-,  costituente  la  base  di  un  l'ascio  di  superficie  d'ordine  ni, 
e  sia  in  primo  luogo  ni>n2.  Siano  5,,  5/  due  superficie  di  questo  fascio: 
siccome  le  superficie  5, ,  2  hanno  in  comune  la  curva  Ci  che  è  situata  in 
una  superficie  5/  d'  ordine  ni ,  esse  si  segheranno  inoltre  secondo  una  curva 
d'  ordine  n,  n.,  situata  in  una  superficie  S-^  d'  ordine  n.,  {*),  la  quale  è  unica 
perchè  due  superficie  d'  ordine  n.^  non  possono  avere  in  comune  una  curva 
d'ordine  ni  n.^  >»»-,-.  Parimente  le  superficie  5/,  2,  passando  insieme  per  la 
curva  C^  situata  iu  una  superficie  5,  d'  ordine  ni ,  si  segheranno  secondo 
un'  altra  curva  d'  ordine  n^  n.t  giacente  in  una  determinata  superficie  S\,  d'or- 
dine Ho-  I  punti  ove  la  curva  C,  comune  alle  superficie  So,  S'^  incontra  le 
superficie  Si;,  Si'  appartengono  rispettivamente  alle  curve  S|S2j  Si  S.,' ,  ep- 
però  sono  tutti  situali  nella  superficie  2 .  Ma  il  loro  numero  2ninc/  supera 
quello  ((n, -<- n.j)  n/)  delle  intersezioni  di  ima  curva  d'ordine  n./  con  una 
superficie  d'ordine  ni -t- n^ ,  dunque  la  curva  S.^S.j  giace  per  intero  in  2  e 
vi  forma  la  base  di  un  fascio  d'  ordine  n., .  Così  abbiamo  in  2  due  curve 
Ci,  C.2,  che  sono  le  basi  di  due  fasci  (S,';,  Si',...),  (^^  ,  S/, . . .  )  d'ordini 
n^,  n., .  Ciascuna  superficie  del  primo  fascio  sega  2  lungo  una  curva  d'ordi- 
ne niti.i  per  la  quale  passa  una  determinata  superficie  del  secondo  fascio;  e 
viceversa  questa  superficie  individua  la  prima.  Dimque  i  due  fasci  sono  proiet- 
tivi ed  il  luogo  delle  curve  comuni  alle  superficie  corrispondenti  è  2. 

In  secondo  luogo  si  supponga  ni  ^n^.  Una  superficie  qualunque  S,  d'or- 
dine n,  passante  per  la  curva  Ci  sega  2  lungo  uu' altra  curva  d'ordine  n, «a 
per  la  quale  passano  (20,  no(a)  infinite  superficie  d'ordine  tic,;  sia  S^  una  di 
queste,  individuata  col  fissare,  sulla  slessa  superficie  2  ma  fuori  della  curva 
(j^  ^  jV(n2  —  ni)  -f-  1  punti  arbitrari.  Allora  Se,  intersecherà  2  secondo  un'  al- 
tra curva  Co  d'  ordine  n-j^,  che  è  la  base  d'  un  fascio  d'  ordine  tic,  (**). 
Un'  altra  superficie  S/  d'  ordine  ni  passante  per  Ci  segherà  2  lungo  un'  al- 
tra curva  d'ordine  n,n2,  che  avrà  niticT  punti  comuni  con  Co  (i  punti  in 
cui  Co  è  incontrala  da  S/),  onde  la  superficie  So'  d'ordine  n., ,  <^he  passa  per 
Co  e  per  un  nuovo  punto  preso  ad  arbitrio  nell' ultima  curva  d'ordine  nin2, 
conterrà  questa  per  intero.  Per  tal  modo  avremo  in  2 ,  come  nel  primo  caso^ 
due  curve  Ci  _,  C2  basi  di  due  fasci  projetlivi,  le  cui  superficie  corrispondenti 
si  segheranno  secondo  curve  tutte  situate  in  2  (***). 

93.  Siano  di  nuovo  i  due  fasci  projetlivi,  1'  uno  d'  ordine  n' ,  1'  altro  d'or- 
dine n  —  n"<n',  ed  in  essi  alle  superficie  S,,',  S„" -t-  S„'^n'  del  primo 
fascio  (dove  S„"  +  5„'«n"  è  il  complesso  di  due  superficie  S„",  S,,' -n") 
corrispondano  ordinatamente  le  superficie  Sn—n",  Sn-n  -^  Su'  -»"  del  se- 
condo fascio;  il  luogo  delle  curve  intersezioni  delle  superficie  corrispondenti 
risulterà    composto   della    superficie    S,,'-»"   d'ordine    n'—ti'  e  di  un'altra 


(*)  Quesl' asserzione  è  una  conseguenza  immediata  dalla  proprietà  analoga  che  sussiste  Introd. 
41)  per  le  curve  risultanti  dal  segare  le  superficie  in  discorso  con  un  piano  qualunque. 

I**)  Vedi  l'osservazione  nella  nota  precedente. 

(***)  Cbasus,  Deux  théorèmes  gènérauxsurks  courbes  et  les  surfaces  géomètriques  de  tous 
les  ordres  (Compie  rcndu  du  28  dèe.  1857). 
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superfìcie  5„  d'ordine  n.  Allora  il  teorema  precedente  può  essere  presentato 
nella  maniera  seguente. 

Siano  date  le  superficie  S„,  S,,',  S,,",    la    prima    delle   quali    passi    per    la 

curva  d'ordine  n'n"    comune  alle  altre  due;  e  sia  n  >  n' ,  n  <  n'  -t- n"    ed 

n'  ^  n'.   La   superficie    5„'    segherà    Sn  secondo    un'  altra    curva    d'  ordine 

n'(n  —  n"),  situata  in  una  superficie  Sn^n",  unica  e  determinata  perchè 
n—n"<n.  Parimente  Sn"  e  S,»  avranno  in  comune  un'altra  curva  d'or- 
dine n"{n  —  n')j,  giacente  in  una  superficie  5?i  —  n  individuata  perchè  n  —  n 
<  n".  Allora  Sn-n'  ed  5,,  —  ,»"  si  segheranno  lungo  una  curva  situata  in  Sn, 
in  virtù  del  teorema  generale  (92).  Per  tal  modo,  date  S„,  Sn  ed  5„",  le 
superficie  5„_„',  Sn  —  n"  sono  uniche  e  determinale^  ed  5„  appartiene  ad  uno 
stesso  fascio  insieme  colle  superficie  composte  5,,' -t- 5,i_„',  5„" -t- S,i  — ri- 
Dunque,  se  sono  date  soltanto  Sn,  Sn",  siccome  S,i-„',  Sn  —  n  possono  so- 
disfare ad  N(n  —  n)  -t- A'(n  —  n")  condizioni,  e  siccome  nel  fissare  una  super- 
ficie di  un  fascio  si  può  sodisfare  ad  una  nuova  condizione,  così  S»  potrà  so- 
disfare ad  iV(n  —  n')  -t- iV(fi  —  n") -^  1  condizioni.  Ossia:  s  e  S„  dee  pas- 
sare per  la  curva  Sn  Sn",  ciò  equivale  a  dovere  passare 
per  N(n)  —  N(n  —  n)  —  N{n  —  n")  —  l  punti  dati  ad  arbitrio;  os- 
sia: ogni  superficie  d'  ordine  n  che  passi  per  N{n)  —  N(n  —  n  ) 
—  N{n  —  n")—i  punti  arbitrari  della  curva  comune  a  due 
superficie  d'  ordine  n,  n"  (ove  sia  n  <n  -^  n")  la  contiene 
per   intero. 

Una  superficie  d'ordine  n  che  passi  per  N(n)  —  N[n  —  n')  —  iV(n  —  n")  —  2 
punti  arbitrari  della  curva  (n  n")  la  segherà  in  altri  n7i'n"  —  JV(n) -t- iV(«  —  n') 
-♦- iV(n  —  n") -h  2  punii,  i  quali  non  potendo  essere  arbitrari  senza  che  la  su- 
perficie contenga  per  intero  la  curva,  saranno  determinati  dai  primi.  Dunque  . 
tutte  le  superficie  d'ordine  n  che  passano  pei  primi  punti  passano  anche  per 
gli  altri;  ossia  le  nnn"  intersezioni  di  tre  superficie  d'  ordi- 
ni n  ,  n',  n"  sono  individuate  da  N{n)  —  N[n  —  n)  —  N{n  —  n")  —  2 
fra  esse:  supposto  che  il  più  grande  dei  numeri  n,  n,  n" 
sia   minore    della    somma    degli  altri  due. 

94,  Sia  ancora  la  superficie  composta  5„-h5,i'_,ì"  generata  per  mezzo  di 
due  fasci  projettivi,  nei  quali  alle  superficie  5,/,  Su' -i- '^k' —  «"  del  primo  cor- 
rispondano   le    superficie  Sn-.n' ,  S„  _  „' -H  5„' _  „"  del  secondo;  ma   ora   sia 


Siano  date  le  superficie  Sn,  Sn ,  Sn'.  La  superficie  Sn  segherà  5„  secondo 
una  curva  d'  ordine  n'{n  —  n"),  per  la  quale  e  per  N{n  —  fi'  —  n")  -t-  1  pun- 
ti addizionali,  che  prenderemo  in  Snj,  passa  una  superficie  Sn  —  n"  d'ordine 
n  —  n"  (92).  Così  S„"  segherà  S«  secondo  una  curva  d'  ordine  n"{n  —  n') , 
per  la  quale  e  pei  punti  addizionali  suddetti  passerà  una  superficie  Sn—n 
d'ordine  n  —  n.  E  le  due  superficie  S„_,/,  Sn  —  n'  s'intersecheranno  sulla 
Sn,  la  quale  per  conseguenza  appartiene  insieme  colle  Sn  -^  Sn  —  n  , 
Sn"  -^  Sn-n'  ad  uno  stesso  fascio.  Se  oltre  alla  curva  Sn  Sn",  anche  i  pun- 
ti addizionali    sono    dati    nello    spazio,    senza    che  sia  data  Sn,  la  superficie 
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Sn^n    dovendo    passare    per    quei    punti    polrà    sodisfare  ad  altre  N(n  —  n') 

—  N(n —  n' —  n")  —  l   condizioni;    e    così    pureS»-,,'    ad   altre  A'(n  —  n'') 

—  N{n  —  n'  —  n")  ~  \   condizioni.    Quindi    S»    potrà    sodisfare  a  [iV(n  —  n) 

—  N(n  —  n'  —  n")  —  l]  +  [iV(n  —  n")  —  N{n—  n'  —  n")  —  l]-v-l  condizioni. 
Ne  segue  che  il  passare  per  la  curva  Su' S„"  e  pei  punti  addizionali  equi- 
vale ,  per  Sn,  a  N{n)  —  N(n  —  n')  —  N{n  —  n")  -i-  2  iV(n  —  n'  —  n")  ■+■  1 
condizioni,    cioè  passare  per  la  curva  5,/ S,/'  equivale  ad 

,V(„)  -  N{n  -  n)  -  Mn  -  n)  +  Nin  -  n' -  n")  =  !^  ^'"  "  "'  "  ""  "^  '> 
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condizioni.  Dunque:  nel!'  ipotesi  attuale,  se  una  superficie 
d'ordine  n  passa  per  N(n)  —  N(n  —  n')  —  N(n  —  n")-i-N{n  —  n'  —  n") 
punti  arbitrari  della  curva  comune  a  due  superficie  d'or- 
dini  n',n",  la   contiene   per   intero. 

Per    conseguenza,    ogni    superficie    d'  ordine    n   passante   per 
N(n)  —  N(n  —  n')  —  lS(n  —  n")  -i- N{n  —  n' —  n")  —  i     punti    arbitrari 
della    curva    (n' n")     la    incontrerà    in    altri 
«f»'  n"  —  N(n)  -t-  N(n  —  n')  -+-  N{n  —  «")  —  JV(w  —  n'  —  n")  ■+■  1 

n'  n"  (n'  -H  n"  —  4)  ,  .    ,    -  -     ^    .      , 

= Hi   punti   determinati   dai   primi.   Ossia,   1  e 

nn  n'  intersezioni    di  tre   superficie  d'  ordini   n,  n' ,  n"   sono 

-, .    .  .  ,     n'  n"(2n  —  n'  —  n"  -4-  4) 

individuate    da   ■ 1     tra     esse:     supposto 

che  il  più  grande  dei  numeri  n,  n',  n"  non  sia  minore  della 
somma   degli   altri    due    (*), 

96.  Date  due  superficie  d'ordini  n,  ,  ìu,  quale  è  il  luogo  di  un  punto  x 
i  cui  piani  polari  relativi  a  quelle  si  seghino  sopra  una  data  retta  /?  ?  Se  per 
un  punto  4  di  R  passano  i  piani  polari  di  a;,  viceversa  le  prime  polari  di  t  si 
segheranno  in  x  (62).  Variando  i  sopra  R,  le  prime  polari  formano  (80)  due 
fasci  proiettivi  d'  ordini  nj  —  1  ,  n.,  —  1  ,  e  questi  generano  (91)  una  super- 
fìcie d'  ordine  n,  -h  n.,  —  2 ,  la  quale  sarà  il  luogo  domandato. 

Ciascun  punto  comune  a  questa  superficie  ed  alla  curva  intersezione  delle 
due  superficie  date  avrà  per  piani  polari  i  piani  tangenti  in  quel  punto  alle 
due  superficie^  onde  1'  intersezione  dei  due  piani  sarà  la  tangente  alla  curva 
(«irto)  nel  punto  medesimo.  Ma  questa  intersezione  incontra  la  retta  R,  dun- 
que tante  sono  le  intersezioni  delle  superficie  [n^  -t-  ng  —  2)  colla  curva  (n,  n.j) 
quante  le  tangenti  della  curva  (n^n.,)  incontrate  da  R.  Supponiamo  che  la 
curva  («[no)  abbia  d  punti  doppi  ed  s  cuspidi,  cioè  le  due  superficie  date  ab- 
biano un  contatto  ordinario  in  d  punti  ed  un  contallo  stazionario  in  s  punti; 
([uesti  punti  apparterranno  evidentemente  anche  alla  superficie  {n^  +  n.2  —  2)  ed 
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il  numero  delle  intersezioni  rimanenti  sarà  ni»io(n,  h- n.^  —  2)  —  2d  —  3s  (*), 
dunque  : 

Le  tangenti  della  curva  intersezione  di  due  superficie 
d'  ordini  nj^no,  aventi  fra  loro  d  contatti  ordinari  ed  s 
contatti  stazionari,  formano  una  sviluppabile  d'  ordine 
n,  titilli  -4-  no  —  2)  —  2(i  —  3s . 

Per  tal  modo  noi  conosciamo  della  curva  (uiti.,)  l'ordine  n^=n^na,  l'or- 
dine della  sviluppabile  osculatrice  (**)  r  =:  fii  n^ini  ■+■  n.^  —  2)  —  2d  —  3s ,  ed 
il  numero  dei  punti  stazionari  /?=:$.  Quindi  le  formole  di  Cayley  (12)  ci 
daranno  le  altre  caratteristiche: 

2A  =  n,n2(ni-I)(n2-l), 

m  =  Sili  njffii  -t-  nq  —  3)  —  6d  —  8s , 

d  =  2n,n2(3n, -H  Sn,  —  10)  —  3(4d  H- 5s), 

2g  =  n,  nain,  -»-  tjj  —  3)  |  9n,  n.,(ni  -+■  n^  —  3)  —  6(6d  -)-  8s)  ~  22  |  -t-  5»,  n. 

-t-  (6d-i-8s)(6d-t-  8«-t-  7), 
2aj  =  n,n2(n,-4-n2  — 2)|  n,n2(n,  -t- n.^  —  2)  —  2(2d-+-3s)  —  4  |  -t- (2d -t-  3s)- 

H-  8dH-  lls, 
2y  =  n,  «2(n,  -f-  Hj  —  2)  I  n,  n2(ni  -h  n2  —  2)  —  2(2d  -*-  3s)  —  10  |  +  8n,  n« 

-»-(5dH-3s)2-»-20d-t-27s, 

dove  A  è  il  numero  de'  punti  doppi  apparenti  della  curva  (non  contali  i  punti 
doppi  attuali  il  cui  numero  è  d). 

Il  genere  della  curva  è  -  (n,  tic,  —  !)(«,  n^  —  2)  —  {h  -\-  d  -h  s) 

=  -  n,  W2("i  -*-  Tic^  —  4)  —  (d  -h  s  —  i),  ed  è  0  quando  la  curva  ha  il  massi- 
mo numero  dì  punti  doppi.  Dunque:  il  massimo  numero  di  punti  in 
cui   due   superficie   d'  ordini  Mj,  n^  si   possano   toccare  è 

-n,n2(n,  -+- n,  —  4)  -i-  I  . 

96.  Supponiamo  ora  che  le  due  superficie  (n,),   (n«)  si  seghino  secondo  due 


*)  Il  numero  delle  intersezioni  rimanenti  sia  «i  ««(fi, -i- Jlj  —  2)  —  a;d  —  ys,  ove  X,  y  sono 
coefficienti  numerici  da  determinarsi.  A  quest'uopo  suppongo  n,  =  w  ,  n,^  1  ;  allora  la  superficie 
iJii-i-ns  — 2)  diviene  la  prima  polare  del  punto  0,  ove  R  incontra  un  piano  P,  rispetto  ad  una  super- 
ficie data  F„.  Le  tangenti  della  curva  PF„  incontrale  da  R  sono  quelle  che  passano  per  0;  dunque  il 
numero  fii  «j(ni -i- «2— 2)  —  xd  —  ys  deve  esprimere  la  classe  della  curva  PF„.  Ma  questa  elasse  è 
n  n—  {)—  2d  —  3S  ,  dunque  X=  i ,  J/=  3. 

(**)  Dicesi  rango  di  una  curva  gobba  l'ordine  della  sua  sviluppabile  osculatrice. 
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curve,  i  cui  ordini  siano  ;<,,  jt'  (^t -r- ^t' =  n,  «2)  ed  i  ranghi  r,  r.  Indichiamo 
con  A  e  d,  lì!  e  d'  ì  numeri  dc'Ioro  punti  doppi  apparenti  ed  attuali,  con  s ,  s' 
i  numeri  de'  loro  piuili  stazionari,  e  con  k  il  numero  delle  loro  intersezioni 
apparenti,  cioù  il  numero  delle  rette  che  da  un  punto  arbitrario  dello  spazio 
si  possono  condurre  a  segare  entrambe  le  curve.  Allora   avremo  (96,12): 

{fi  -t-  ^')(ni  -  ì)(n.2  -  1)  =  2{h  -hh'  -t-k)  , 

r  -  fila  -  l)-2(/i  -h  d)-  3s, 

r  =  fi'(^,'  —  I)  -  2(A'  +  d')  —  3s' , 

donde 

r  -  r'  =  (f*  —  (i')(ni  ^  -  1)  —  2(A  -  h')  —  2(d  -  d')  -  3(s  -  s') . 

Osserviamo  poi  che  la  superficie  d'ordine  n^-^n.ì  —  2,  luogo  di  un  pun- 
to i  cui  piani  polari  rispetto  alle  due  date  s'  incontrino  sopra  una  retta  da- 
ta R  (95)^  segherà  la  curva  {fi)  non  solamente  ne'  punti  in  cui  questa  è  toc- 
cata da  rette  appoggiate  ad  R,  ma  anche  nei  punti  in  cui  la  curva  (u)  è  in- 
tersecata dall'  altra  curva  (fi'),  perchè  ciascuno  di  questi  è  un  punto  di  con- 
tatto fra  le  due  superficie  date.  Dunque,,  se  »  è  il  numero  delle  intersezioni 
(attuali)  delle  due  curve  (fi),  (y!),  avremo 

(jii  -H  na  —  2);[i  =  r  -H  «  -»-  2d  -H  3s 
ed  analogamente 

(n,  -I-  «2  —  2)fi'  =  r'  -)-  t  -h  2(i'  h-  3s'  , 
e  quindi  anche 

(n,  -H  n.2  —  2)(^  —  ^')  =  r  —  r'  H-  2(d  —  d')  -i-  3(s  —  s'). 
Da  questa  equazione  e  da  un'  altra  che  sta  innanzi  si  ricava 

(^-^')(«i-l)K-l)  =  2(/i-A') 
e  quindi 

fi  (ni  —  IJK-  l)  =  2A-4-A;, 
ii'(n^  -  l)(n2-l)  =  2A'-+-ft. 

Mediante  queste  equazioni,  dato  h,  si  calcolano  A'  e  A;;  e  dato  r,  ii  calco- 
lano r'  ed  t  (supposti  nulli  0  conosciuti  d,  s,  d',  *').  Uno  di  questi  risultati 
può  essere  enunciato  così: 

Se  due  superficie  d'  ordini  ni,  n^  si  segano  secondo  una 
curva  d'  ordine  (i,  le  cui  tangenti  formino  una  sviluppa- 
bile d'  ordine  r,  le  superficie  date  hanno  in  comune  un'al- 
tra curva  d'  ordine  ft'=n,n2  — ^»  '^  quale  incontra  la  prima 
in  t  =  (niH-no  — 2)^  — r  punti  ed  è  lo  spigolo  di  regresso 
di   una   sviluppabile    d'  0 r d i n e  r'  =  (r»)  -H  nj  —  2)(fi'  —  ^)  -t-  r  (*). 

97.  Supponiamo  che  per  la  curva  {fi)  passi  una    terza  superficie  («3)  ;  que- 


(*)  Sàlmon,  Gtometry  of  ttiree  dimensions  p.  27<. 
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sta  incontrerà  la  curva  («')  non  solamente  negli  i  punti  anzidetti,  ma  eziandio 
in  altri  n^  fi'  —  i  =  nin.^n-  —  /f^i»!  '+'  "-2  "+"  ".-,  —  2)  -h  r  punti  non  situati  nel- 
la curva  {[i)  ;  dunque: 

Se  tre  superficie  d'  ordini  n,,  no,»»-;  hanno  in  comune 
una  curva  d'  ordine  (i,  le  cui  tangenti  formino  una  svilup- 
pabile d'  ordine  r,  esse  si  segheranno  in  Uitì^n-  —  ft(ni  -+-  n., 
-+- ?i- —  2) -h  r  punti,   non   situati  su  quella  (*). 

98.  Siano  dati  tre  fasci  projetlivi  di  superficie  i  cui  ordini  siano  rispettiva- 
mente fj) ,  no ,  n- .  I  primi  due  fasci  generano,  nel  modo  che  si  è  detto  pre- 
cedentemente (91),  una  superficie  d'ordine  ni-J-nj;  e  similmente  il  primo  ed  il 
terzo  fascio  generano  un'altra  superficie  d'ordine  ni-hn-,.  Entrambe  queste 
superficie  passano  per  la  curva  d'  ordine  ni'-,  base  del  primo  fascio,  quindi 
esse  si  segheranno  inoltre  secondo  una  curva  d'ordine  (n,  -*-  n2)(ni  ■+■  n-J  —  n,^  ; 
dunque  : 

Il  luogo  di  un  punto  ove  si  segano  tre  superfcie  cor- 
rispondenti di  tre  fasci  projettivi  i  cui  ordini  siano 
n, ,  n.2 ,  nj ,  è  una  curva  gobba  d'  0  r  d  i  n  e  n^n.  -4-  n-n^  -+-  niHo . 

Questa  curva  è  situata  sulle  tre  superficie  d'ordine  n^-hn-,  n--^ni, 
n,  -t-n2,  generate  dai  tre  fasci  presi  a  due  a  due.  Essa  ha  inoltre  evidente- 
mente la  proprietà  di  passare  per  gli  n^^{n.2  -f-  n-)  punti  in  cui  la  base  dei 
primo  fascio  incontra  la  superficie  generata  dagli  altri  due,  ecc. 

99.  Sia  dato  un  fascio  di  superficie  d'ordine  n;  e  siano  a,  b,  e  tre  pun- 
ti (non  in  linea  retta)  di  un  dato  piano  P.  Se  m  è  nn  punto  comune  alle  prime 
polari  dei  punti  a,  b,  e  rispetto  ad  una  superficie  del  fascio,  m  sarà  un  polo 
del  piano  P  rispetto  a  questa  superficie  (81).  Oi'a  le  prime  polari  dei  punti 
a,  b,  e  rispetto  alle  superficie  del  fascio  formano  (74)  tre  nuovi  fasci  projet- 
tivi tra  loro  d'ordine  n —  1;  ed  il  luogo  di  un  punto  m  pel  quale  passino 
Ire  superficie  corrispondenti  di  qnesti  tre  fasci  sarà  (98)  una  curva  gobba 
d'  ordine  3(n  —  1)'-;  dunque: 

Il  luogo  dei  poli  di  un  piano  rispetto  alle  superficie 
d'un  fascio  d'  ordine  n  è  una  curva  gobba  d'  ordine 
3(n  -  1)2. 

E  evidente  che  questa  curva  passa  pei  punti  in  cui  il  piano  dato  tocca  sn- 
perficie  del  fascio  dato  (4). 

100.  Siano  dati  quattro  fasci  projettivi  di  superficie,  i  cui  ordini  siano  ri- 
spettivamente ni;,  n._,,  n^,  n^.  I  primi  tre  fasci  generano  (98)  una  curva  d'or- 
dine nji-  -+-  n-tii  ■+■  n,n.2,  mentre  il  primo  ed  il  quarto  fascio  generano  (91)  ona 
superficie  d'  ordine  n^  ■+■  n^  che  passa  per  la  curva  base  del  primo  fascio,  ed 
ha  conseguentemente  ni-(n2  ■+■  n-)  punti  comuni  colla  curva  generata  dai  primi 
tré  fasci.  Questa  curva  e  la  superficie  anzidetta  avranno  dunque  in  comune 
altri  (ni  •+■  nj)(n.2n^  -t-  n^n^  ■+■  n^n-j)  —  n^^{n.2  -1-  n-)  punti,  epperò  : 


l*J  Si  potrebbe  trattare  la  qiiistìone  generale:  in  quanti  punti  si  segano  Ire  superfìcie  {n{),  (n»), 
(«3)  aventi  in  comune  una  curva  (fl.r),  la  quale  sia  multipla  per  quelle  superfìcie  ordinatamente  seenn- 
•Jo  i  numeri  <i,  ,  rf^  ,  dj  ? 
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Vi  sono  ni«j»i  ■+■  n-n^n^  -.-  n^n^n2  ■+■  «iW-in,-,  punti  per  ciascun 
(1  e'  q  u  a  1  i  passano  quattro  superficie  corrispondenti  il  i 
quattro    fasci    projeitivi    i    cui    ordini    siano  Hj,  h.^j  n- ,  n^, . 

Questi  punti  sono  situali  nelle  sei  superficie  generate  dai  fasci  presi  a  due 
a  due,  ed  anche  nelle  quattro  curve  gobbe  generate  dai  fasci  presi  a  tre 
a  Ire. 

101.  In  un  fascio  di  superficie  d'  ordine  n  quante  ve  n'  ha  dotate  di 
punto  doppio?  Presi  ad  arbitrio  quattro  punti  nello  spazio,,  le  loro  prime  po- 
lari, rispetto  alle  superficie  del  fascio,  formano  (74)  quattro  fasci  projetlivi 
d'  ordine  n  —  1  .  Se  una  delle  superficie  date  ha  un  punto  doppio,  per  questo 
passa  la  prima  polare  di  qualsivoglia  polo  (73);  perciò  i  punti  doppi  delle  su- 
perficie date  saranno  quei  punti  dello  spazio  pei  quali  passano  quattro  super- 
ficie corrispondenti  dei  quattro  fasci  anzidetti.  Dunque  (100)  : 

In  un  fascio  di  superficie  d'  ordine  n  ve  ne  sono 
4{n—\)''    dotate    di    punto    doppio. 

I  piani  polari  di  un  polo  fisso  rispetto  alle  superficie  d'  un  fascio  formano 
un  altro  fascio  projettivo  al  primo;  ma,  se  il  polo  è  un  punto  doppio  di  una 
delle  superficie,  il  piano  polare  relativamente  a  questa  è  indeterminato  ;  dunque 
ciascuno  dei  4(ii—  1)^  punti  doppi  ha  lo  stesso  piano  po- 
lare    rispetto    a    tutte    le    superficie    del    fascio    (*). 


Reti  proiettive. 


102.  Date  due  reti  projeltive  di  superficie  d'ordini  n,,  rie,,  un  fascio  qua- 
lunque della  prima  ed  il  fascio  corrispondente  della  seconda  generano  una  su- 
perficie <I»  d'ordine  n^  -hit-i.  Le  superficie  *  formano  una  nuova  rete.  In  fatti, 
siano  a  e  b  due  punti  arbitrari  dello  spazio;  per  a  passano  infinite  superficie 
della  prima  rete  formanti  un  fascio;  le  corrispondenti  superficie  della  seconda  rete 
formano  un  altro  fascio^  nel  quale  vi  è  una  superficie  passante  per  a .  Dunque 
per  a  passano  due  superficie  corrispondenti  P,  P'  delle  due  reti;  per  6  del 
pari  due  superficie  corrispondenti  Q,  (}',  e  le  superficie  (P,Q),  (P',  (?)  deter- 
minano due  fasci  projeltivi  (**),  i  quali  generano  una  superficie  $5,  la  sola 
che  passi  per  a  e  per  b. 

Sia  R,  R'  un'  altra  coppia  di  superficie  corrispondenti  delle  due  reti,  le 
quali  non  appartengano  rispettivamente  ai  fasci  (P,  Q) ,  {P',  Q').  I  fasci  (P,  iì), 
(P',  R)  genereranno  un'  altra  superficie  O^ ,  ed  i  fasci  {Q,  R) ,  ((?',  R')  una 
terza  superficie  <l>i  .  Le  superficie  O.^ ,  <I>-  hanno  in  comune  la  curva  PP' 
d'  ordine    HiU.,,    epperò    si    segheranno    secondo    un'altra    curva    d'ordine 


(*)  È  evidente  che,  dati  due  fasci  projettivi,  se  ad  un  certo  elemento  dell'  uno  corrisponde  un  ele- 
mento indeterminato  nell'  altro,  allora  a  riascuno  degli  altri  clementi  del  primo  fascio  corrisponde  nel 
secondo  un  elemento  fisso;  onde  quest'ultimo  fascio  non  conterrà  che  un  elemento  unico. 

(**)  In  questo  senso  che  le  superficie  corrispondenti  de' due  fasci  siano  superficie  corrispondenti 
delle  due  reti  date. 
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(n, -f-ni)- —  «!«.,  =  n,^  H- n.2- -<-n,n.,.  Un  punto  qiiulunqiie  di  questa  curva, 
come  apparlenenlé  i  %,  è  comune  a  due  superficie  corrispondenti  T,  T  dei 
fasci  (R,  P] ,  {R',P'),'e  come  appartenente  a  *- ,  è  comune  a  due  superficie 
corrispondenti  U  ,  U  dei  fasci  (P,  Q),  (P',  Q')'.  1  due  fasci  (Q,  R),  (T,  V), 
appartenendo  alla  stessa  rete,  avranno  una  superficie  comune  S ,  alla  quale  cor- 
risponderà una  superficie  S'  comune  ai  due  fasci  ((?',  5),  (T',U').  Quindi  ogni 
punto  comune  alle  superficie  $2»  "^.i  >  '^'"^  ^lle  TT' UU' ,  sarà  un  punto-base 
dei  fasci  [TV),  {TV),  epperò  *  comune  alle  superficie  S,  S',  e  conseguente- 
mente alla  «I>i .  Dunque  la  curva  d'  ordine  n,'-  -t-  n.,^  -h  n^n.2 ,  che  insieme  col- 
la PP'  forma  1'  intersezione  delle  superficie  <I>o  ,  <I>_ ,  è  situata  anche  in  $,  ; 
ond'  è  eh'  essa  costituirà  la  base  della  rete  delle  superficie  »I>.  (Questa  rete  (• 
determinata  dalle  superficie  <l>i  ,  ^c,  ?  ^-  *^'i^  "^"  appartengono  ad  uno  stesso 
fascio^  perchè  la  curva   PP'   non  giace  in  «l'i).  Dunque: 

Le  superficie  d'ordine  n, -4- n.^,  che  contengono  le  curve 
d'  intersezione  delle  superficie  eorrispondenti  di  due 
reti  proiettive  d'ordini  n,  ,  n,,  fo  r  roano  una  nuova  rete 
e  passano  tutte  per  una  stessa  curva  gobba  d'  ordine 
n,^  +  n.j'  ■+■  «ino. 

Due  superficie  della  prima  rete  si  segano  secondo  una  curva  d'ordine  «j-,  al- 
la quale  corrisponde  una  curva  d'ordine  n.,^  nella  seconda  rete  (*).  Due  curve 
siffatte  in  generale  non  si  segano;  ma  quelle  che  si  incontrano  formano  coi 
punti  comuni  la  curva  d'  ordine  n/-  ■+■  ne,-  ■+■  ni  n., ,  anzidetta.  In  altre  parole 
questa  curva  è  il  luogo  di  un  punto  comune  alle  basi  di  due  fasci  corrispon- 
denti; mentre  in  generale  per  un  punto  arbitrario  dello  spazio  non  passa  che 
una  coppia  di  superficie  corrispondenti. 

103.  Siano  date  tre  reti  projettive  di  superficie,  i  cui  ordini  siano  rispetti- 
vamente n^,  n.2,  fij;  quale  sarà  il  luogo  di  un  punto  pel  quale  passino  tre 
superficie  corrispondenti?  Sia  T  una  trasversale  arbitraria,  i  un  punto  arbi- 
trario in  T:  per  t  passano  due  superficie  corrispondenti  delle  prime  due  reti; 
ma  la  corrispondente  superficie  della  terza  rete  incontrerà  T  in  n-  punti  »'.  As- 
sunto invece  ad  arbitrio  un  punto  »'  in  T,  le  superficie  della  terza  rete  passan- 
ti per  i'  formano  un  fascio,  al  quale  corrispondono  nelle  prime  due  reti  due 
altri  fasci  projetlivi  che  generano  (91)  una  superficie  d'ordine  ni  +  n^,  e 
questa  incontrerà  T  in  n^  -H  «g  P""''  »•  Dunque: 

11  luogo  dei  punti  comuni  a  tre  superficie  corrispon- 
denti in  tre  reti  projettive  i  cui  ordini  siano  n^,  tic,,  n~ 
è     una    superficie    d'ordine   ni -+- n, -+- n^ . 

Questa  superficie  passa  1.°  per  gli  n,^  pnnti  base  della  prima  rete,  ecc. 
2.°  per  infinite  curve  gobbe  d'ordine  n^  % -h  nj  n, -»- n,  «2  generale  (98)  da 
tre  fasci  corrispondenti  nelle  tre  reti;  3."  per  la  curva  d' ordine  n,'- -h  n.2^ -t- 
n^n-i  generata  (102)  dalle  prime  due  reti,  ecc. 


(*)  Chiamando  corrispondenti  due  curve  che  nascano  dall'  intersezione  di  due  roppie   di   superfici 
rnrrispondcnti. 


104.  Quale  è  il  luogo  dei  poli  di  un  piano  rispetto  alle  superficie  di  una 
rete  d'ordine  n?  Siano  a,  b,  e  tre  punti  (non  in  linea  retta)  del  piano  da- 
to (99)  ;  le  prime  polari  di  a,  b ,  e  formano  tre  reti  projettive  d'ordine  n  —  1, 
opperò  (103)  : 

Il  luogo  dei  poli  di  un  piano  rispetto  alle  superfi- 
cie d'  u  n  a  rete  d'  o  r  d  i  n  e  n  (•  una  superficie  d'ordine 
3(n-l). 

Questa  superficie  contiene  infinite  curve  gobbe  d'  ordine  3(n  —  1)-,  ciascuna 
delle  quali  è  il  luogo  dei  poli  del  piano  dato  rispetto  alle  superficie  di  un 
fascio  contenuto  nella  rete  data. 

Ogni  punto  del  luoeo^  situato  nel  piano  dato,  è  evidentemente  (64)  un  punto 
di  contatto  fra  questo   piano  ed  una  superficie  della  relè;  dunque: 

Il  luogo  dei  punti  di  contatto  f  r  a  u  n  piano  e  le  s  u- 
perficiedi  una  rete  d'  ordine  n  6  una  curva  d'  ordine 
3(n-i). 

Questa  curva  è  la  Jacobiana  (*)  della  rete  formata  dalle  curve  secondo  le 
quali  le  superficie  della  rete  sono  intersecate  dal  piano  dato. 

106.  Date  quattro  reti  projettive  di  superficie  d'ordini  n,  ,  n.j,  n-,  n,,, 
quale  sarà  il  luogo  di  un  punto  ove  si  seghino  quattro  superficie  corrispon- 
denti ?  Le  prime  due  reti  combinate  successivamente  colla  terza  e  colla  quar- 
ta generano  (103)  due  superficie  d'  ordini  n,  ■+■  ti.,  ■+■  n-,  n,  -f-  «2  -^  "i-  Que- 
ste hanno  in  comune  la  curva  d'ordine  n, ^ -+- n^'^ -f- n,  n.-,  generala  (102)  dalle 
prime  due  reti  j  esse  si  segheranno  inoltre  secondo  una  curva  d'  ordine 
(n,  -H  ng  -f-  n.^\n^  ■+■  n^  -t-  n^)  —  {n^-  h-  n.,2  -t-  n^  n,)  ;  dunque  : 

Il  luogo  di  un  punto  pel  quale  passino  quattro  su- 
perficie corrispondenti  di  quattro  reti  projettive,  i  cui 
ordini    siano    «,  ,  "a ,  "5 ,  "4  ,    è    una    curva    gobba     d'  0  r  d  i  n  e 

Questa  curva  contiene  evidentemente  infiniti  sistemi  di  ^S-^/^  -<-  ♦^j"^", 
-(- n^n,»i^ -+- n,n.,n-  punti  generati  (100)  da  quattro  fasci  corrispondenti  nelle 
quattro  reti. 

106.  Quale  è  il  luogo  dei  punti  doppi  delle  superficie  di  una  rete  d'or- 
dine n?  Siano  a,  6,  e,  d  quattro  punti  presi  ad  arbitrio  nello  spazio  (non 
in  uno  stesso  piano)  ;  le  loro  prime  polari  rispetto  alle  superficie  date  forme- 
ranno (74)  quattro  reti  projettive  alla  data,  cpperò  projettive  fra  loro;  e  il 
luogo  richiesto  sarà  (101)  quello  dei  punti  pei  quali  passano  quattro  superficie 
corrispondenti  di  queste  quattro  reti;  dunque  (105): 

Il  luogo  dei  punti  doppi  delle  superficie  di  una  rete 
d'ordine    n    è    una    curva    gobba    d'ordine    6(n— 1)^. 

Questa  curva  contiene  infiniti  gruppi  di  4(n  —  1)^  punti,  ciascun  gruppo 
essendo  costituito  dai  punti  doppi  di  un  fascio  contenuto  nella  rete  (101). 

Le  superficie  di  una  rete  che  passano  per  uno  stesso  punto  arbitrario  for- 
mano un  fascio  ;  ora,  se  quel  punto    i^   doppio    per    una   di  esse  superficie_,  le 


altre  hanno  ivi  lo  stesso  piano  tangente;  dunque  l'anzidetta  curva 
d'  0  r  d  i  0  e  6 («  —  1  )-  può  anche  definirsi  i  I  I  u  o  g  o  dei  punti 
di  contatto    fra    le    superficie    della    rete. 

107.  Date  cinque  reti  projellive  di  superficie  d'ordini  «i  ,  "-2 ,  »V>  ?  "u  "s  > 
quanti  sono  i  punti  pei  quali  passano  cinque  superficie  corrispondenti  ?  Le  pri- 
me due  reti  combinate  colla  terza,  poi  colla  quarta  e  da  ultimo  colla  quinta, 
generano  (103)  tre  superficie  d'ordini  n,  -+■  n,^-i-n^,  n^  -t-n.,  -h  n^,n^  -hn^-hn^, 
che  hanno  in  comune  la  curva  d'ordine  fij  - -h  n^'^ -t- n,n,,  relativa  (102)  alle 
prime  due  reti.  Si  calcoli  il  rango  di  questa  curva,  osservando  che  (102)  essa, 
insieme  con  un'  altra  curva  d'  ordine  n^  n„ .  forma  la  completa  intersezione  di 
due  superficie  d'  ordine  «,  -t-  «^ .  Qiiest'  ultima  curva,  essendo  la  completa  in- 
tersezione di  due  superficie  d'ordini  »»,  ^  ti^  ^  ha  per  sviluppabile  osculatri- 
ce  (95)  una  superficie  d'  ordine  »«,  n.^(n^  -+-  n^  —  2)  ;  dunque  il  rango  della 
curva  (n^-  ■+■  n./-  ■+■  lìiiu)  sarà  (96)  2(n,  -+-  n.,  —  IK"!""^  +  «2")  -•- 
n,n.2(ni  -f-  nj,  —  2), 

Ciò  premesso,  le  tre  superficie  d'  ordini  n,  ■+■  n,  —  n- ,  n^  h-  n.,  -4-  n^ , 
"i  ■+"  "2  -^  "3  5  passando  insieme  per  la  predetta  curva  (n,-  ■+■  ti^-  ■+•  n^n^) 
avranno  (97),  all' infuori  di  essa, 

(n,  -i-  n,  -+.  «_.)(«,  -H  n^  ■+■  n^)(n^  -+-  n^  -t-  n.) 

■—  (n,2  ■+.  n.,2  -t-  njn^)[(n,  -i-  n.^  ■+■  n.)  ■+■  (n,  -t-  fij  -+-  »J,j  h-  (n,  ■+■  n^  ■+■  n^)  —  2] 

-+-  2(ni  -»-  n.^  —  l)(n,'-  +  n./)  ■+■  n^n.-,  {n^  ■+■  n^^  —  2) 

puuti  comuni  ;  dunque  : 

Il  numero  dei  punti  pei  quali  passano  cinque  superficie 
corrispondenti  di  cinque  reti  projettive  d'ordini  n{,n.2,..n^,i 

tijn^ti.  -t-  n^n^^n^  H-  .  .  -H  n^n^n^ . 

Questi  punti  sono  situali  nelle  dieci  superficie  generate  dalle  reti  prese  a  tre 
a  tre  (103),  ed  anche  nelle  cinque  curve  generate  dalle  reti  prese  a  quat- 
tro a  quattro  (105). 

108.  Quale  è  il  luogo  di  un  punto  che  abbia  lo  stesso  piano  polare  ri- 
spetto ad  una  superficie  data  d'  ordine  «,  e  rispetto  ad  una  delle  superficie 
di  una  rete  d'ordine  «o?  Sia  x  un  punto  qualunque  di  una  trasversale  ;  X  il 
piano  polare  di  x  rispetto  alla  superficie  (nj.  Il  luogo  dei  poli  di  X  rispetto 
alle  superficie  («._,)  è  (104)  una  superficie  d'ordine  3(n2— 1),  che  incon- 
trerà la  trasversale  in  3(na,—  l)  punti  x'.  Viceversa^  assunto  ad  arbitrio  nel- 
la trasversale  il  punto  x',  i  piani  polari  di  x  rispetto  alle  superficie  (n„)  for- 
mano una  rete  (74),  cioè  passano  per  imo  stesso  punto,  epperò  fra  essi  ve  ne  sa- 
ranno «1  —  1  tangenti  alla  sviluppabile  (87)  inviluppala  dai  piani  polari  dei 
punti  della  trasversale,  rispetto  alla  superficie  («,).  Questi  n,  —  1  piani  sa- 
ranno polari  (rispetto  alla  superficie  {n^)  )  di  altrettanti  punti  x  della  trasver^ 
sale;  dunque: 

Il  luogo  di  un  punto  che  abbia  lo  stesso  piano  polare 
rispetto  ad  una  superficie  fissa  d'  ordine  «j  e  ad  alcuna 
delle  superficie  di  una  rete  d'  ordine  «., ,  è  una  superficie 
d'  0  r  d  i  n  e  n.  H-  3n,  —  4  . 
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E  evidente  che  questa  superficie  passa  per  la  curva  gobba  d'  ordine 
6(n2— 1)-,  luogo  dei  punti  doppi  delle  superficie  della  rete  (106);  perchè 
ciascun  punto  di  questa  curva  ha  il  piano  polare  indeterminato  rispetto  ad  una 
superficie  della  rete. 

Ogni  punto  comune  al  luogo  trovato  ed  alla  superficie  (n,)  data  è,  rispetto 
a  questa,  il  polo  del  piano  tangente  nel  punto  medesimo;  ma  esso  punto  de- 
ve avere  lo  stesso  piano  polare  rispetto  ad  una  superficie  della  rete;  dunque 
(64)  ogni  punto  comune  al  luogo  ed  alla  superficie  fissa  è  un  punto  di  contatto 
tra  questa  ed  alcuna  superficie  della  rete.  Ossia  : 

Il  luogo  dei  punii  di  cont.atlo  fra  una  superficie  fissa 
d'  ordine  n^  eie  superficie  di  una  rete  d'  ordine  n.,  è  una 
curva   gobba   d'  ordine  «((wj  -h  Sn^  —  ^)- 

109.  Dato  un  fascio  di  superficie  d'ordine  n,,  e  data  una  rete  di  altre 
superficie  d'ordine  n., ,  quale  sarà  il  luogo  di  un  punto  ove  una  superficie  del 
fascio  tocchi  una  superficie  della  rete?  Il  luogo  passa  per  la  curva  d'ordine 
n,^  base  del  fascio,  perchè  (*)  le  superficie  (n.^)  che  passano  per  un  punto 
di  questa  curva  formano  un  fascio  nel  quale  vi  è  una  superficie  che  ivi  tocca 
una  delle  superficie  (ni).  Inoltre  ciascuna  delle  superficie  (ni)  contiene  una 
curva  d'  ordine  ni(n,  ■+■  3n,,  —  4)  nei  punti  della  quale  (108)  essa  è  toccata  dal- 
le superficie  (n.^).  Dunque  l'intersezione  compieta  di  una  superficie  (n,)  col 
luogo  cercalo  è  dell'  ordine  n,'-  ■+■  ni^[n^  ■+■  3n._,  —  4)  ,  epperò  : 

Il  luogo  dei  punii  di  contatto  fra  le  superficie  d'  ordi- 
ne ni  di  un  fascio  e  le  superficie  d'  ordine  n.j  di  una  rete 
è   una   superficie    d'  ordine  2n ,  -H  Sno  —  4  . 

Se  nv):=ni  =:n,  e  se  inoltre  la  rete  ed  il  fascio  hanno  una  superficie  co- 
mune, siccome  avviene  quando  fanno  parte  di  un  medesimo  sistema  lineare^  il 
luogo  si  decomporrà  in  questa  superficie  ed  in  un'altra  d'ordine  2n  -t-  3n  —  4  — 
n  =  4(n—  1).  Allora,  se  una  superficie  della  rete  ed  una  del  fascio  si  toccano  in  un 
punto_,  esse  individuano  un  fascio  di  superficie  che  tutte  si  toccano  nello  stesso  pun- 
to e  che  appartengono  al  sistema  lineare  determinalo  dalla  rete  e  dal  fascio  da- 
to; fra  queste  superficie  ve  ne  sarà  una  per  la  quale  quel  punto  di  contatto 
sarà  doppio  (17;  92,  noia  1*);  dunque: 

li  luogo  dei  punti  di  conlatto  ossia  dei  punti  doppi  del- 
le superficie  di  un  sistema  lineare  d'ordine  n  è  una  super- 
ficie d'  ordine  4(n  — 1). 


(*)  Quando  due  fasci  di  superficie  haniin  un  punlo-base  comune  o,  vi  è  sempre  una  superficie  del 
primo  fascio  die  ivi  tocca  una  del  secondo.  In  fatti  i  piani  tangenti  in  0  alle  superficie  del  primo  fascio 
passano  per  una  medesima  retta  che  è  la  tangente  in  0  alla  curva-base  di  esso  fascio;  e  cosi  pure  l.i 
tangente  in  o  alla  curva-base  del  secondo  fascio  è  la  retta  per  la  quale  passano  i  piani  tangenti  in 
questo  punto  alle  superficie  del  secondo  fascio  medesimo.  Dunque  il  piano  delle  due  tangenti  toccherà 
in  o  una  superficie  del  primo  fascio  ed  una  del  secondo. 
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Sistemi  liuoari  projetliTÌ  (di  terzo  genere). 


no.  Siano  dati  due  sistemi  lineari  projellivi  di  superficie  d' ordini  n^  n^; 
e  siano  P,  P',  Q,  Q' ,  R,  R',  S,  S'  quatlro  coppie  di  superficie  corrispon- 
denti, 1  fasci  projellivi  (P,  Q),  (P',  Q'),  fordiiali  da  superficie  corrispondenti 
dei  due  sistemi,  genereranno  (91)  una  superficie  d'ordine  ",  +«25  ""''  superficie 
analoga  sarà  generala  dai  fasci  {P,R),{P',R'),e(ì  un'altra  dai  fasci  {P,S),{P',S'). 
Queste  tre  superficie  d'ordine  Jii  -+-.  n^  hanno  in  comune  la  curva  d'ordine  tiin.^, 
intersezione  delle  superficie  P,  P',  epperò  si  segheranno  (97)  in  altri 
(ni  H-n2)(n|--t-n2*)  punti.  Uno  qualunque,  x,  di  questi  è  situato  in  certe  super- 
ficie Qo,Ro,  So  appartenenti  rispettivamente  ai  fasci  {P,0),  (P,  i?),  (P,  S),  ed 
anche  nelle  superficie  corrispondenti  Q,! ,  Ró ,  So',  che  appartengono  rispetti- 
vamente ai  fasci  (P',  Q'),  (P',  R'),  (P',  S').  Il  punto  x  è  adunque  un  punto- 
-base  comune  ai  fasci  {Qo,  Ro),  [Qo,  Ru)  ',  ma  il  primo  di  questi  ha  una  su- 
perficie comune  col  fascio  {Q,  R),  ed  il  secondo  ha  una  superficie  comune  col 
fascio  ÌQ',  R],  e  queste  due  superficie  sono  corrispondenti  ;  perciò  il  punto  x 
è  situato  anche  nella  superficie  generala  dai  fasci  projellivi  (Q,  R),  [Q' ,  R'). 
Ossia  : 

Dati   due   sistemi    lineari   projellivi  di  superficie  d' ordini 
fii  ,   n.T,  le   su  perfide  d'  ordine   n,  -1-  n,  ,   ciascuna   delle   quali 
è    generala   da   due   fasci   formati    da    superficie    corrispon- 
denti nei    due    sistemi,   passano  tutte  per  gli  stessi 
(n,  -+-  «flUni"  -•"  "2")  punti. 

Questi  punti  sono  quelli  pei  quali  passano  infiniti  fasci  di  superficie  corri- 
spondenti ;  ossia  ciascuno  d'  essi  è  un  punto-base  comune  a  due  reti  corri- 
spondenti. 

111.  Date  due  superficie  d'ordini  n,^  n.i ,  quanti  sono  i  punti  che  hanno 
Io  slesso  piano  polare  rispetto  ad  entrambe?  Le  prime  polari  di  tulli  i  punti 
dello  spazio  rispello  alP  una  e  all'  altra  superficie  data  formano  (82)  due  si- 
stemi lineari  projellivi  d'ordini  n,  —  1,  «g  —  1.  Se  un  punto  0  ha  lo  stesso 
piano  polare  rispetto  alle  due  superficie^  le  prime  polari  di  tutti  i  punti  di  que- 
sto piano  passeranno  per  0,  cioè  0  sarà  un  punto-base  comune  a  due  reti  cor- 
rispondenti ne' due  sistemi.  Dunque  (110): 

Il    numero   dei    punti    che    hanno    lo    stesso    piano    polare 
rispetto    a    due     superficie     d'ordini   n,  ,    n„    è 
(n,  -i-  n=,  —  2)  [(«1  —  1)-  -+-  {n.j  —  1)-].   Il  complesso  di   questi  punti  si   può 
chiamare  Jacobìana  delle  due  superficie  date. 

Se  Hi  ^n.,  =  n,  si  trova  (101)  il  numero  dei  punti  doppi  di  un  fascio  di 
superficie  d'ordine  n .  Dunque  i  4{n  —  l)"^  punii  doppi  di  un  fascio  costitui- 
scono la  Jacobiana  di  due  qualunque  fra  le  superficie  del  fascio. 

Se  n.2=t,  «1  =  n,  si  ritrovano  (81)  gli  (n—  1)^  poli  di  un  piano  dato 
rispetto  ad  una  superficie  d'ordine  n .  Cioè  g  1  i  (n  —  ìf  poli  di  un  pia- 
no rispetto  ad  una  superficie  d'  ordine  n  costituiscono 
la  Jacobiana  di  due  superficie,  una  delle  quali  è  il  pia- 
no   dato    e    l'altra    è    la    superficie   fondamentale. 
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112.  Siano  dati  Ire  sislerni  lineari  projetlivi  di  superficie,  i  cui  ordini  sia- 
no rispettivamente  iii  ,  n^ ,  n- .  Una  rete  qualunque  del  primo  sistema,  insie- 
me colle  reti  corrispondenti  negli  alni  due  sistemi^  genererà  (110)  una  super- 
ficie ^'  d'  ordine  n,  -t-  n^  ■+•  n- .  Oneste  superficie  *  formano  un  nuovo  siste- 
ma lineari!.  Infatti,  se  a,  6,  e  sono  Ire  punti  presi  ad  arbitrio  nello  spazio, 
le  superficie  del  primo  sistema  passanti  per  a  formano  una  relè  ;  e  nella  cor- 
risponderne rete  del  secondo  sistema  v'  è  un  fascio  di  superficie  passanti  per 
a,  al  quale  corrisponderà  nella  terza  rete  un  fascio  contenente  una  superficie 
passante  per  a.  Vi  sono  dunque  tre  superficie  corrispondenti  P,  P',  P"  pas- 
santi per  a,  e  così  tre  superficie  corrispondenti  Q,  Q',  Q"  passanti  per  b,  e 
tre  altre  R,  R',  R"  passanti  per  e.  Le  quali  superficie  individuano  Ire  reti 
proiettive  (P,  Q,  R),  (P',  Q' ,  R'),  (P",  Q'\  R"),  e  queste  genereranno  una 
superficie  ^,  la  sola  che  passi  per  a,  b,  e. 

Sia  S,  S',  S"  un'  altra  terna  di  superficie  corrispondenti  nei  Ire  sistemi,  le 
quali  non  appartengano  rispettivamente  alle  tre  reti  predelle.  Le  reti  (P^  Q,  S), 
(P',  0',  S'),  (P",  Q",  S")  genereranno  un'altra  superficie  ^^^  ;  le  reti  (P,  R,  S), 
(P'j  R,  S'),  (P",  R  ,  S")  una  terza  superficie  ^o  j  e  le  reti  {Q,  R,  S), 
(Q',  R',  S'),  (Q",  R',  S")   una  quarta  superficie  ^3. 

Le  due  superficie  ■*",  Y,  passano  per  la  curva  d'ordine  n.^n-  -i-  «-n,  -f-  tiiti.^, 
generata  (98)  dai  Ire  fasci  projetlivi  (P,  Q),  (P',  Q'),  {P",  Q"ì,  epperò  si 
segheranno  secondo  un'altra  curva  dell'ordine  (n^  -^  n^  -t-  n-)-  —  {n.,n^^  ■+■  n^tii 
-t-  njJi.,)  =  n,2  _^  „^'i  ^_  ,j  2  _^  „^„_  _^_  nn^  ^  ,j  ,j^  _  jjn  punto  qualunque  x  di 
questa  curva,  come  appartenente  a  •*■,  è  comune  a  tre  superficie  corrisponden- 
ti A,  A',  A"  delle  reti  (P,  Q,  R),  (P',  0' ,  R'),  {P",  Q  ,  R")  l  «  come  ap- 
partenente a  ^1 ,  lo  slesso  punio  x  è  comune  a  Ire  superficie  corrispondenti 
E,  E',  B'  delle  reti  (P,  Q,  S),  (P',  <>'.  S'),  (P",  Q",  S").  La  rete  (P,  R,  S) 
ed  il  fascio  {Aj  B),  come  facienli  parte  di  uno  stesso  sistema  lineare,  hanno 
una  superficie  comune  C,  alla  quale  corrisponderà  nel  secondo  sistema  nna 
superficie  C"  comune  alla  rete  (P',  R',  S')  ed  al  fascio  (A',  B'),  e  nel  lerzo 
sistema  una  superficie  C"  comune  alla  rete  (P",  R" ;,  S")  ed  al  fascio  (A",  B"). 
Dunque  x  sarà  un  punto-base  comune  ai  farci  (A,  B),  [A' ,  B'),  {A",  B"),  ep- 
però comune  alle  superficie  C,  C ,  C",  che  sono  tre  superficie  corrispondenti 
nelle  tre  reti  projettive  (P,  R,  S),  [P' ,  R',  S'),  (P",  R",  S");  cioù  r  è  un 
punto  della  superficie  T., .  Analogamente  si  dimostra  che  lo  slesso  punto  è 
situato  nella  superficie  f. .  Dunque  : 

Dati  Ire  sistemi  lineari  projetlivi  di  superficie  d'  or- 
dini "1  j  "2 ,  M3 ,  il  luogo  di  un  punto  pel  q  11  a  I  e  passino 
infinite  terne  di  superficie  corrispondenti  è  una  curva 
gobba    d'  0  r  d  i  n  e  tti^  -H  n;-  -<-  n.-  -+-  n.,n.  ■+■  n-n^  ■+■  n^n^  . 

Essa  può  anche  definirsi  il  luogo  di  un  punto-base  comune  a  tre  fasci  cor- 
rispondenti, ovvero  il  luogo  dei  punti  d'  incontro  fra  le  curve  corrispondenti 
d'ordini  n^- ,  n,"- ,  nJ;  ed  è  situata  sopra  tutte  le  superficie  (formanti  un  si- 
stema lineare)  d'ordine  rij -t- n , -j- n. ,  ciascuna  delle  quali  è  generata  da  tre 
reti  corrispondenti  nei  tre  sistemi. 

113.  Date  tre  superficie  d'ordini  n, ,  n^,  n^ ,  quale  è  il  luogo  di  un  pun- 
to X  i  cui  piani  polari  rispetto  a  quelle  passino  per  una  medesima  retta  X? 
Le  prime  polari  dei  punti  dello  spazio  relative  alle  superficie  date  formano  tre 
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sistemi  lineari  projettivi  d'  ordini  «i  —  1,  n.j—  1,  n-^  —  1.  Per  F  ipolesi  fat- 
ta, X  è  l'intersezione  delle  prime  polari  di  ogni  punto  di  X,  ossia  un  punto 
pel  quale  passano  infinite  terne  di  superficie  corrispondenti  de'  tre  sistemi  pro- 
jettivi suddetti;  dunque  (112)  il  luogo  richiesto  è  una  curva  gobba  d'ordine 
(n,  -  1)-^  -t-  («2-1)-  -H  {n-,  -  1)^V  («2  -  !)(«-,  -  1)  -+-  (n,  -  l)(n,  -  1) 
-+■  (n,  —  l)(n2  —  1)^  alla  quale  daremo  il  nome  di  Jacobiana  delle  tre  super- 
ficie date.  Dunque  : 

La     Jacobiana    di    tre    superficie    d'  o  r  d  i  n  i    »»[ ,  n.i ,  n- ,    os- 
sia   il    luogo    di    un    punto   i    cui    piani    polari    rispetto     al- 
le superficie    date    passino  per  una   medesima  retta^    è    una 
curva    gobba    d'  o  r  d  i  n  e    n^^  -i-  n^^  +  n^^  -h  n.^nj  -+-  n-n i  -<-  nin.,  — 
4(n,  H-  «2  -t-  fi-J  -h  6.  . 

É  evidente  che  questa  curva  passa  pei  punti  di  contatto  fra  le  superficie 
date,  e  pei  loro  punti  doppi  (se  ve  ne  sono). 

La  stessa  curva  passerà  anche  pei  punti  che  hanno  un  medesimo  piano  po- 
lare rispetto  a  due  delle  superficie  date;  ossia  la  Jacobiana  di  tre  su- 
perficie passa  per  le  Jacobiane  delle  slesse  superficie 
prese    a    due    a    due    (111). 

Se  n-,  =  «2;»  ''  P''!"''  polare  del  punto  x  rispetto  alla  superficie  (n,)^  pas- 
sando per  la  retta  secondo  la  quale  si  segano  i  piani  polari  dello  stesso  pun- 
to rispetto  alle  superficie  del  fascio  determinato  dalle  due  date  superficie  d'or- 
dine n,^,  coinciderà  col  piano  polare  di  x  rispetto  ad  una  superficie  del  fa- 
scio; quindi  : 

Il  luogo  di  un  punto  che  abbia  lo  stesso  piano  polare 
rispetto  ad  una  superficie  fissa  d'  ordine  n,  e  ad  alcuna 
dèlie  superficie  d'un  fascio  d'  ordine  n., ,  è  una  curva  gob- 
ba d'  ordine  n^- -h  Stia^ -h  2ninc,  — 4n^  —  Stin-ì- 6  ,  che  passa  pei 
punti    doppi    del    fascio. 

I  punti  in  cui  questa  curva  incontra  la  superficie  fissa  sono  evidentemente 
quelli  in  cui  questa  superficie  è  toccata  da  qualche  superficie  del  fascio  ;  dun- 
que: 

II  numero  delle  superficie  di  un  fascio  d'  ordine  n^  che 
toccano    una    superficie    fissa   d'  ordine  Mj  è 

ni(»i-  -1-  3n,,-  -t-  2n^n.2  —  4»!  —  8».^  -*-  6). 

Se  n^:=  n.2'=i  n-,  le  tre  superficie  date  determinano  una  refe,  ed  i  piani 
polari  del  punto  x  rispetto  a  tutte  le  superficie  di  questa  rete  passeranno  per 
una  medesima  retta.  Si  ritrova  così  un  teorema  già  dimostrato  (106);  dunque: 

Il  luogo  di  un  puuto  i  cui  piani  polari  rispetto  alle  su- 
perficie di  una  rete  d'  ordine  n  passino  per  una  stessa 
retta,  ossia  il  luogo  dei  punti  doppi  delle  superficie  di 
questa  rete,  ossia  il  luogo  dei  punti  di  contatto  fra  le 
superficie  della  rete  medesima,  è  una  curva  gobba  d'  or- 
dine   6(n—  1)-. 

A.  questa  curva  possiamo  dare  il  nome  di  Jacobiana  della  rete. 

Se  una  delle  superficie  date  è  un  piano,  il  piano  polare  relativo  ad  essa 
coincide  col  piano  dato  ;  dunque  ; 
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Il  luogo  (li  un  punlo  i  cui  piani  polari  relativi  a  due 
date  superficie  d'  ordini  n^,n.,  si  seghino  lungo  una  ret- 
ta situata  in  un  piano  fisso  ò  una  curva  gobba  d'  ordine 
(„,_l)-i +  („,._  1)-^  H-  („,_!)(„._,  _i). 

Se  ni=n.2,  si  ricade  in  un  teorema  già  dimostralo  (99);  dunque  : 
La  curva  d'  ordine  3 (n  —  1  ) -^  luogo  dei  poli  di  un  piano 
dato  rispetto  alle  superficie  di  un  fascio  d'  ordine  n,  t> 
la  Jacobiana  di  tre  superficie,  una  delle  quali  è  il  pia- 
no dato,  e  le  altre  sono  due  superficie  qualunque  del  fa- 
scio. 

Se  tij  :=  n.  r=  1  ,  n,  =;«,  il  piano  polare  di.  x  rispetto  alla  superficie 
d'  ordine  n  passerà  per  una  retta  fissa  (intersezione  di  due  piani  dati)  ;  dun- 
que (80)  : 

La  e  u  r  v  a  d'  o  r  d  i  n  e  (n  —  1  )'-,  I  u  o  g  o  dei  punti  i  cui  piani 
polari  rispetto  ad  una  superficie  d'  ordine  n  passano  per 
una  retta  data,  è  la  Jacobiana  di  tre  superficie,  una 
delle  quali  6  la  superficie  fondamentale^  e  le  altre  sono 
due    piani    qualunque    passanti    per    la    retta     data. 

114.  Dati  ([uallro  sistemi  lineari  projeltivi  di  superficie  d'ordini  n, ,  n^;^ 
n-,  n^  ,,  cercliiamo  il  luogo  di  un  punlo  pei  quale  passino  quattro  superficie 
corrispondenti.  In  una  trasversale  arbitraria  si  prenda  un  punlo  qualunque  i, 
pel  quaje  passeranno  tre  superficie  corrispondenti  dei  primi  tre  sistemi;  la 
superficie  corrispondente  del  quarto  segherà  la  trasversale  in  n,^  punii  t'.  Se 
invece  si  prende  ad  arbitrio  nella  trasversale  un  punto  t',  le  supeificie  del 
quarto  sistema  passanti  per  i'  formano  una  rete,  e  le  tre  reti  corrispondenti 
negli  altri  sistemi  generano  (103)  una  superficie  d'ordine  n,  -t-n.^-hii.  che  in- 
contrerà la   trasversale  in  altrettanti  punii  i.   Dunque: 

Il  luogo  di  un  punto  pel  (juale  passino  quattro  super- 
ficie corrispondenti  di  quattro  sistemi  lineari  p  r  o  j  e  1 1  i  v  i 
d'  ordini  ",  ^  "2  »  "5  j>  '*4  ^  "°^  superficie  d'  ordine  «,  -h  n.^ 
-(-  n.  -H  n,^ . 

Questa  superficie  contiene  manifestamente  infinite  curve,  ciascuna  delle  quali 
è  generata  (105)  da  quattro  reti  corrispondenti  nei  quattro  sistemi;  ed  infinite 
altre  curve,  ciascuna  delle  quali  è  generata  (112)  da  tre  dei  sistemi  dati; 
ecc. 

116.  Date  quattro  superficie  d'ordini  n,,  «^,  «-,  n,,  quale  è  il  luogo  di  un  pun- 
to a;,  i  cui  piani  polari  rispetto  a  quelle  passino  per  uno  stesso  punto  x' ? 
Le  prime  polari  di  x'  passeranno  per  a;;  e  d'altronde  le  prime  polari  dei 
punti  dello  spazio  rispetto  alle  quattro  superficie  date  formano  quattro  sistemi 
lineari  projeltivi  d'  ordini  n^  —  ì,  n.-,—  t,  n.  —  1,  n,^  —  1  ;  dunque   (114)  : 

Il  luogo  di  un  punto  i  cui  piani  polari  rispetto  a  quat- 
tro superficie  date  d'  ordini  »»,,  n_,^  ji-,  n^  passino  per  uno 
stesso  punto,  è  una  superficie  d'  ordine  n^  -i- n.,-h  n-^ -t- n^ 
-  4. 

Questa  superficie,  alla  quale  daremo  il  nome  di  Jacoòtana  delle  quat- 
tro superficie  date ,  passa  evidentemente  pei  punti  doppi  di 
queste^  e  per  le  Jacobiane  delle  medesime  prese  a  tre 
a    tre,    ovvero    a    d  u  e    a    due. 


Se  n^  =  n.,  otteniamo  una  superficie  d'  ordine  n^  ^  n.^  -+■  2(»-,  —  2),  luo- 
go di  un  punto  i  cui  piani  polari  rispetto  a  due  superficie  d'  ordini  n, ,  n^ 
ed  a  tutte  le  superficie  d'  un  fascio  d'  ordine  n.  passino  per  uno  stesso  pun- 
to. Se  X  è  un  punto  comune  al  luogo  ed  alla  curva  d'ordine  "jW-^ ,  interse- 
zione delle  due  superficie  date,  la  tangente  in  a;  a  questa  curva  e  la  retta  per 
la  quale  passano  i  piani  polari  di  x  rispetto  alle  superficie  del  fascio,  incon- 
trandosi, determinano  un  piano  che  toccherà  in  x  una  superficie  del  fascio; 
dunque  : 

In    un    fascio    di    superficie    d'  ordine    n.     ve    ne    sono 
n,n2(ni -H  «2 -H  2n.  —  4)    che    toccano    la    curva'  d'   intersezione 
di  due    superficie    d'  ordini    », ,  «o  • 

Se  «;  =  «-,  =  n.,.  siccome  il  piano  polare  di  x  rispetto  alla  superficie  (nj) 
passa  pel  punto  ove  concorrono  i  piani  polari  dello  stesso  punto  rispetto  a  tut- 
te le'superficie  della  rete  determinata  dalle  tre  superficie  date  d'ordine  n^, 
così  ne  segue  che  quel  piano  sarà  anche  il  polare  di  x  rispetto  ad  alcuna  del- 
le superficie  della  rete.  Ricadiamo  così  in  un  teorema  già  dimostrato  (108); 
dunque  : 

La  superficie  d'  ordine  n,  -i-Sn^  —  4^1uogo  di  un  punto 
aveote  lo  slesso  piano  polare  rispetto  ad  una  superficie 
fissa  d'  ordine  n,  e  ad  una  delle  superficie  d'  una  rete  d'or- 
dine n„,  è  la  Jacobiana  di  quattro  superficie,  una  delle 
quali  è  la  superficie  data  d'  ordine  n,  e  le  altre  sono  tre 
qualunque  (purché  non  formanti  un  fascio)  delle  superfi- 
cie   della    rete. 

Se  n,  =  n,  =  n.  =  n^ ,  le  quattro  superficie  date  determinano  nn  sistema 
lineare  ;  e  per  x'  passerà  il  piano  polare  di  x  rispetto  a  qualunque  superficie 
del  sistema  (74)  ;  dunque  : 

Il  luogo  di  un  punto  i  cui  piani  polari  rispetto  alle  su- 
perficie di  un  sistema  d'ordine  n  passino  per  uno  stesso 
punto   è   lina    superficie    d'  ordine    4(n  — 1). 

Questa  superficie,  essendo  la  Jacobiana  di  quattro  superficie  qualunque  (non 
formanti  una  rete)  del  sistema,  può  anche  definirsi  come  il  luogo  dei  punti  dop- 
pi delle  superficie  del  sistema,  ovvero  come  il  luogo  dei  punti  di  contatto  fra 
le  superficie  medesime. 

A  questa  superficie  daremo  il  nome  di  Jacobiana  del  sistema  lineare. 

Se  n.,  =  I  ,  abbiamo  il  teorema  : 

Il  luogo  di  un  punto  i  cui  piani  polari  rispetto  a  tre 
superficie  d'ordini  n^,n^,n-  si  seghino  sopra  un  piano 
dato,    è    una    superficie    d'  ordine   rii  -t- tIc^-ì-  n.  —  3 . 

Se  inoltre  è  n^  =:  n.^  z=  n.  ^  n ,  ricadiamo  in  un  teorema  già  dimostrato 
(104)  ;  dunque: 

La  superficie  d'  ordine  3(n— 1),  luogo  dei  poli  di  un  pia- 
no rispetto  alle  superficie  di  una  rete  d'  ordine  n,  è  la 
Jacobiana  di  quattro  superficie,  cioè  del  piano  dato  e  di 
tre  superficie  qualunque  (non  formanti  un  fascio)  della 
rete. 

Se  n^  =  n^zz\,  ritroviamo  ancora  un  teorema  noto  (95);    dunque: 
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La  superficie  d'  o  r  d  i  n  e  «j  •+-  "^  ""  2  ,  luogo  di  un  punto  i 
cui  piani  polari  rispetto  a  due  superficie  d'  ordini  n^,  n^ 
si  seghino  sopra  una  retta  data,  è  la  Jacobiana  di  quat- 
tro supeificie,  cioè  delle  due  supeificie  date  e  di  due 
piani    (nialun(iue    passanti    per    la    retta    data. 

Se  inollce  n^^=n,^=:n,  la  retta  data  incontrando  (iiiella  lungo  la  quale  si 
segano  i  piani  polari  del  punto  x  rispetto  alle  superficie  del  fascio  determi- 
nato dalle  (lue  superficie  djie  d'ordine  n,  le  due  rette  giacciono  in  un  piano 
che  sarà  il  polare  di  x,  rispetto  ad  una  superficie  del  fascio;  dunque: 

11  luogo  di  un  punto  il  cui  piano  polare  rispetto  ad  una 
superficie  d'  un  fascio  d'  ordine  n  passi  per  una  retta  da- 
ta_,  è  una  superficie  d'ordine  2(»»  —  1).  Q  ues  ta  superficie 
è  la  Jacobiana  di  quattro  superficie,  due  delle  quali  ap- 
partengono al  fascio,  mentre  le  altre  sono  due  piani  pas- 
santiperlarettadata. 

Da  ultimo,  se  n,^=:n.=zn,z=.  1,  n,  =n,  si  ricade  nel  teorema  (62)  che  il 
luogo  di  un  punto  il  cui  piano  polare  rispetto  ad  una  superficie  d'  ordine  n 
passi  per  un  punto  fisso  è  una  superficie  d'  ordine  n  —  1  (la  prima  polare 
del  punto  fisso).  Dunque: 

La  prima  polare  di  un  punto  dato  è  la  Jacobiana  di  quat- 
tro superficie:  la  superficie  fondametitale  e  tre  piani  pas- 
santi   pel    punto    dato. 

116.  Dati  cinque  sistemi  lineari  projettivi  di  superficie  d'ordini  «i  ,  n^, 
n. ,  n,^^  Ji,,  ,  quale  è  il  luogo  di  un  punto  ove  si  seghino  cinciue  superficie 
corrispondenti  ?  1  primi  tre  sistemi  combinali  col  quarto  e  poi  col  quinto  ge- 
nerano (IH)  due  superficie  d'ordini  n,  -i-n.,  -j-  n_  -h  n,.,  n^  -^-  n.^  h_  n,  -j.  «g,  le 
quali  hanno  in  comune  la  curva  d'ordine  n^-  -t-  n^-  -i-  n.^  -f-  n.in--f-  »»-«,  ■+■  n^n.^ 
generata  (112)  dai  primi  tre  sistemi;  esse  si  segheranno  inoltre  secondo 
un'  altra  curva  d'  ordine 

(n,  H-«o-*-n5-H»yj(»«,  -^-n,,^n.-t-n.^)—(n^^-^n.,''--^-n.-^nJ^-■-^-n.n^  -^nin.^; 

dunque  : 

Il  luogo  di  un  punto  pel  quale  passino  cinque  superfi- 
cie corrispondenti  di  cinque  sistemi  lineari  proiettivi 
d'ordini    n,  ,...,M^è     una    curva    gobba   d'ordine    n,n., -t- «,«3 

H H  J!  ,n.. . 

Naiuralmenle  questa  curva  è  situata  sopra  le  cinque  superficie  generate  dai 
cinque  sistemi  presi  a  quattro  a  quattro  (114),  e  contiene  infiniti  gruppi  di  "iio^s 
-H...  -t-n.tijn,^  punti,  ogni  gruppo  essendo  generato  (107)  da  cinque  reti  cor- 
rispondenti nei  sistemi  dati. 

117.  Dati  sei  sistemi  lineari  projettivi  di  superficie  d' ordini  n|  ,  n.,, ...  n^., 
quanti  sono  i  punti  nei  quali  si  segano  sei  superficie  corrispondenti?  I  primi 
tre  sistemi  combinali  col  quarto,  poi  col  quinto  e  da  ultimo  col  sesto,  genera- 
no (1 14)  Ire  superficie  d'  ordini  n,  _h  ih,  -h  n.  ^  n,,  n,  -i-  »!._,  -»-  n.  -»-  n,. , 
n,  _j.  )i.^  _4_  »ì.  _,_  )j^, ,  le  quali  hanno  in  comune  la  curva  d'ordine  n^- .^.  n,} 
-(- n.- H_  n  ,n- _)_  n_n,  -t-n^n.,  generata  (112)  dai  primi  tre  sistemi.  Questa  cnr- 
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va  appartiene  a  due  superficie  d'  ordine  «i  -+-  n.,  -f.  n- ,  che  si  segano  inoltre 
secondo  un'altra  curva  d'ordine  n^n. -h  n-n,  .^n^n.-,,  la  quale,  alla  sua  vol- 
ta, forma  insieme  con  una  terza  curva  d'ordme  n,-  la  completa  intersezione  (98) 
di  due  superficie  d'ordini  n,  _f.«2  5  "i  -•-".-•  L'ordine  della  sviluppabile 
osculalrice  (95)  della  curva  (n^-)  è  r  =  2n,-(n,  —  i) ,  quindi  (96)  il  rango 
della  curva  {n.,n.  -^  n,",  -+-  n^n.2)  sarà 

r'  =  Urli  ■+■  n.^)  ■+■  («i  -4-  no)  —  2  |  \n.,n^  ■+■  n-  n,  -i-  n,  n^  —  n,"^|  -(-  r 

=  (n2n3  -H  n^ni  -+-  «(n^Xn,  +  n^  -f-  n^  —  2)  -+-  n,  nsfJj. 

Di  qui  si  conclude  (96)  che  la  curva  d'  ordine  tii' -+■  n^j^ -ìr  n-- -^  n^n-, 
-»- n-n, -t- «1  n.2   è  del  rango 

r"  =  I  (n,  -t-  fio  -t-  tij)  -+-  (n,  -t-  no  -t-  n-;)  —  2  |     (nj-  -»-  n^-  -t-  nj-  +  n2  n^ 

-H  n-  n,  -»-  n,  nj)  —  («j  «5  -^  "3  "1  -+"  "1  "2)  !  h-  r'  = 

=  2(ni  -»-  n2  -H  nj  —  l)(n,"^  -i-  n2-  -t-  n-')  •+■  (n^n-  ■+•  n-tii-i-  n,  n:i)(n^  ■+■  n^ 

-t-  nj  —  2)  -t-  n,  «2  "ó  j 

epperò  le  tre  superficie  d'ordini  nj -t- n2 -+- n^ -4- n^,  n,  •+- n2 -(- «3 -♦- n>, , 
n, -t- n2  H- nj -t- ng ,  oltre  alla  predetta  curva,  avranno  (97) 

(n,  -t-  no  -(-  n3  -+-  n^)(ni  +  n2  -H  n3-4-ng)(ni  -v-  n^  +  nj  -*-  nj  —  (ni-^-no^-i-n,'' 

-h  nj  Hj  -t-  n-,  n,  -H  ni  n.,)  |  (n,  +  no  -*-  n-^  +  n^)  -^  (n,  -t-  n.  -H  «3  +  n^)  -t- 

(n,  H-  n2  -+-  n3  +  n^)  —  2   |  -<-  r"  =  (nj  -*-  n2  +  nj  +  nj;){ni  ■+■  n-j  -»-  n-  ■+■  n-,) 

(n,  -J-  no  -t-  n3  -H  nj  —  (n,^  +  n-j-  ■+■  n.^  ■+•  no  n-  -h  n^n^•\•n^  n.^)(n^  ■+■  n„  -4-n,,) 

—  fn,-t-no-»-3)'-4- n,  «oWj  =  "i"o"5 -4- -•""i^s^c  P""''  comuni;  dunque: 

11  numero  dei  punti  dello  spazio  pei  quali  passano  sei 
superficie  corrispondenti  di  sei  sistemi  lineari  projettivi 
d'  ordini   n,_,  n^,  ..  ttg     è     n^n^nr-^- n^n.^n^-h -i-ìi^n^n^. 

Sistemi  lineari  projettivi  di  genere  qnalnnqne. 


118.  Dati  m -j- 1   sistemi  lineari  projettivi  di  genere  m  di  superficie   d'or- 
dini «,_,  n.,  ,..n,„+j   (*),  quale  è  il    luogo    di    un    punto    pel    quale   passino 


(*)  Indicheremo  per   brevità   col   simbolo   >„ , ,  'a  somma   dei    prodotti  dei  numeri 
presi  ad  r  ad  r. 
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m -H  1  superficie  corrispondenti?  In  una  trasversale  arbitraria  sia  preso  un 
punto  i;  per  esso  passeranno  m  superficie  corrispontlenii  dei  primi  m  sistemi 
dati  (*),  e  la  corrispondente  superficie  dell'  ultimo  sistema  inconireià  la  tras- 
versale in  «„, +  1  punti  i'.  Se  invece  si  assume  ad  arbitrio  nella  trasversale  un 
punto  t',  le  superficie  deli'  ultimo  sistema  passanti  per  (juesto  punto  formano 
un  sistema  inferiore  di  genere  m—ì,  al  quale  corrisponderanno_,  ne' primi  si- 
stemi dati_,  m  sistemi  inferiori  dello  stesso  genere  m—l.  Essendo  questi  si- 
stemi proiettivi,  suppongasi  che  il  luogo  di  un  punto  pel  quale  passino  m 
superficie  corrispondenti  sia  una  superficie  d'ordine  s„, ,,.  Questa  segherà  la 
trasversale  in  s,„;,i  punti  i;  epperò  s,»,,  -4-m„,  +  i  sarà  il  numero  delle  coin- 
cidenze di  i  con  i'.  Cioè,  se  la  proposizione:  «  il  luogo  richiesto  è  una  su- 
perficie d'ordine  s,»+,,,  »  è  vera  per  m—l,  essa  è  vera  anche  per  m. 
Ma  noi  l'abbiamo  già  dimostrala  (91,  98,  114)  per  m=  1  ,  2,  3,  dunque: 
Il  luogo  di  un  punto  pel  quale  passino  m-*-l  superficie 
corrispondenti  (d'ordini  n,,n2,..)  d'altrettanti  sistemi 
lineari    projettivi    di   genere    m   è    una    superficie    d'ordine 

119.  Dati  ffi -1- 2  sistemi  lineari  projettivi  (di  superficie  d'ordini  Mj  ,  n^j 
•  .,«,,,  +  2)  tJ'  genere  m_,  si  domanda  il  luogo  di  un  punto  pel  quale  passioo 
m  ■+■  2  sLiperficie  corrispondenti  ?  1  primi  m  sistemi  combinali  successivamente 
col  penultimo  e  coli' ultimo  generano  (118)  due  superficie  d'ordini  s„, ,1 
-H  »,„+,,  Sin,t  -t-»V  +  2.  Queste  avranno  evidentemente  in  comune  la  curva 
luogo  di  un  punto  pel  quale  passino  infiniti  gruppi  di  m  superficie  corrispon- 
denti de' primi  m  sistemi  dati.  Supponiamo  che  l'ordine  di  questa  curva  sia 
s^/i  5  1 — S)/i5  2-  Allora  le  due  superficie  si  segheranno  lungo  un'altra  curva 
d'  ordine 

(S,„  ,  ,   ■+■  n,n  +  i  )  (S,n  ,  1  -4-  »,„  +  2)  —  («"m  ,  1  —  «m  ,  2) 

ossia  d'ordine  5^  +  2,2,  in  virtù  della  seconda  fra  le  identità: 

S,„+2,,    =S,n,i    -*-",„  +  ,    -+-n,„+.2. 

S,„  +  2  ,  2  =  S,n  ,  2  -*-  («m  +  i  -H  «»«  +  -)  «m  ,  ,  ■+■  "'»  +  i  "'«  +  2  > 

S,„+2j5  =  »>H  5  3  -^  ("«1  +  1    ■+■  "m+2)  S'»J2  -t-"m+l  "m  +  2  «»> ,  1  • 

La  seconda  curva  è  il  luogo  domandato. 

120.  Siano  dati  ora  m  h- 2  sistemi  lineari  projettivi  (di  superficie  d'ordini 
«15  «2  ;>  •  •  3  **m  +  2)  di  genere  m  -h  2 .    Un  sistema  inferiore   di  genere  m  -t-  i 


(*)  Le  superficie  dell' m'«o  sistema  passanti  per  i  formano  un  sistema  di  genere  tn—  1,  al  quale 
coirisponderanno  (ne' primi  m —  1  sistemi  (lali)w —  I  sistemi  inferiori  dello  slesso  genere  m —  1  .  Sup- 
posto che  questi  abbiano  m —  I  superficie  corrispondenti  passnnti  par  i,  anche  i  primi  tn  sistemi  dati 
avranno  m  superficie  corrispondenti  passanti  per  i  ;  cioè  se  l'asserzione  sussiste  per  m —  I  ,  essa  è  vera 
anche  per  tn;  dunque  ecc. 
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contenuto  nel  primo  sistema  dato  ed  i  sistemi  inferiori  corrispondenti  negli  al- 
tri sistemi  dati  generano  una  superfìcie  d'ordine  s„,  +  25i  (US).  Due  super- 
ficie d'ordine  s,„  +  2,|,  così  ottenute,  corrispondono  per  ciascun  sistema  dato 
a  due  sistemi  inferiori  di  genere  m -+- 1  (coutetiuti  in  uno  slesso  sistema 
dato)  ^  i  quali  avranno  in  comune  un  sistema  minore  di  genere  m.  Per- 
ciò le  due  superfìcie  contengono  la  curva  d' ordine  s„, +  2  5^  S^"'^"'^''*  (*^9) 
dagli  m  H- 2  sistemi  minori  corrispondenli  di  genere  m;  e  quindi  si  segheran- 
no lungo  un'altra  curva  d'ordine  $-,11  +  ^,  ^  —  Sm  +  ì,»i  ^^  quale  è  situata  in 
tutte  le  analoghe  superficie  d'ordine  s,„  +  2,,  (*),  epperò  è  il  luogo  dei  punti 
pei  quali  passano  infiniti  gruppi  di  m  -1-  2  superficie  corrispondenti  di  altret- 
tanti sistemi  lineari  projettivi  di  genere  m -+- 2  . 

Dunque,  se  m  sistemi  di  genere  m  generano  una  curva  d'ordine  s^m^i 
—  s„,  ,2,  anche  m -i- 2  sistemi  di  genere  m -1- 2  genereranno  una  curva  d'or- 
dine s\,4.2M  —  S"i  +  2?2;  ^  l'ordine  della  curva  generata  da  m -t- 2  sistemi 
di  genere  ni  sarà  s,„  +  2!2-  0'"^  l'ipotesi  fatta  ha  luogo  per  ?n  =  1  ,  2 ,  3  ; 
per  conseguenza  ecc. 

121.  Ammettiamo  che  il  rango  della  curva  d'ordine  s,„^2  generata  (120) 
da  m  sistemi  lineari  projettivi  di  genere  m  —  2  sia 

(S,n,i  —2)  S;„,2  -H  S„,,3. 

Allora,  siccome  questa  curva,  insieme  con  quella  d'ordine  s\i,,  —  Swjìì  gene- 
rata da  m  sistemi  lineari  projettivi  di  genere  m  (de'  quali  facciano  parte  come 
sistemi  minori  corrispondenti  gli  anzidetti  sistemi  di  genere  m  —  2),  forma  la 
completa  intersezione  di  due  superficie  d'ordine  Sm,i  (121),  così  il  rango 
dell'  ultima  curva  sarà  (96) 

2(s„. , ,  -  ì){s\, ,  i  -  2s„, ,  2)  -i-  (s„. , ,  -  2)  s,„ ,  2  -t-  S",  ,3  • 

Quesl'  ultima  curva,  insieme  con  quella  d'ordine  Sm  +  2J2  generata  da 
m  -I-  2  sistemi  lineari  projettivi  di  genere  m  (de'  quali  i  primi  m  siano  i  già 
nominati) ,  costituisce  1'  intersezione  completa  di  due  superficie  d'  ordini 
s,„,i  +  nw+i5  s,„,i -i-n,n  +  ^  (J20);  dunque  (96)  il  rango  della  curva  d'or- 
dine s„j  +  2^2  s^rà 

(s,n,i  H-S„i4.2,i  —  2)(s„i  +  2  5  2  —  «""*>!  "•- «»«  J  2) 
-H  2  (S„, ,  ,  —  1  )  (S^„  ,  1  -  2s„, ,  2)  -^  (««*  M  —  2)    S„,  ,  2  -h  S,„  ,  -,  , 

ossia 

(S/«  +  2  M  ~  2)  S„j  +  2  3  2  +  S,„  +  2  5  3 

avuto  riguardo  alle  identità  superiori  (119).  Ora  la  verità  dell'ipotesi  ammes- 
sa è  stata  dimostrala  per  m  =  1,  2_,  3;  dunque: 

li  luogo  di  un  punto  pel  quale  passino  infiniti  gruppi 
di    m    superficie    corrispondenti    (d'ordini    n^  ,  n^,. .)   di   al- 


(*)  Ciò  si  prova  eome  nel  esso  dei  sistemi  di  terzo  genere  (112). 
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trettanti    sistemi   lineari    projettivi    di    genere    m    (*)   è    una 
curva    gobba    d'    ordine    s-„, ,  j  —  s„, ,._,    e     di    rango 

Il  luogo  di  un  punto  pel  quale  passino  m-t-2  superficie 
corrispondenti  (d'  ordini  «i,  n.^,..)  d'  altrettanti  sistemi 
lineari  projettivi  di  genere  m  è  una  curva  gobba  d'  or- 
dine   «„,  +  2,2    e_  di     rango    (s„,  +  2  , ,  —  2)  s,„  +  «  ,2 -»- s,„ +  25  5- 

122.  Siano  daii  m— 1  sistemi  lineari  projettivi  (di  superficie  d'ordini 
n,  5  n  ,..  n„,_i)  di  genere  m.  In  uno  di. essi  prendansi  tre  sistemi  inferio- 
ri di  genere  m  — 2,  comprendenti  uno  stesso  sistema  minore  di  genere  »n— 3. 
Ciascuno  dei  tre  sistemi  inferiori,  insieme  coi  sistemi  corrispondenti  negli  altri 
sistemi  dati,  genererà  una  superficie  d'ordine  s„,_,,,  (118).  Queste  tre  su- 
perficie passano  simultaneamente  per  la  curva  d'ordine  s,„_i,.i  generala  da- 
gli m—i  sistemi  minori  corrispondenti  di  genere  m  — 3  (119).  E  siccome 
il  rango  di  questa  curva  (121)  è 

(Sm-i,i  —2)    S„,_,,2-4-S,„_,,3, 

così  (97)   le  tre  superficie    avranno 

Sw-i,  i(s-,„_,^i  —  2s,„_i,2)  -<-«»,_ 03 
punti    comuni,  all'  infuori  di  quella  curva. 

Questi  punti  sono  comuni  (**)  a  tutte  le  analoghe  superficie  d'ordine  s,„_i ,, , 
che  corrispondono  ai  vari  sistemi  inferiori  di  genere  m  —  2  contenuti  nei  si- 
stemi proposti  ;  dimque  : 

Dati  m— 1  sistemi  lineari  projettivi  (di  superficie  d'or- 
dini «1,  n~2,..)  di  genere  m ,  il  numero  dei  punti,  ciascun 
de'  quali  sia  un  punto-base  comune  di  m— 1  reti  corrispon- 
denti,   è    s„,_  1  ,  |(s^,„ _  ,  ,  1  —  2s„,  _  1  ^  0)  "'"  *'"  _  1  5  r>  • 

123.  Dati  m -+- 3  sistemi  lineari  projettivi  (di  superficie  d'ordini  n|,n., ,.., 
"w-l-rJ  '''  genere  m,  si  cerca  il  luogo  di  un  punto  comune  ad  m  +  3  super- 
ficie corrispondenti.  I  primi  m  sistemi  combinati  successivamente  col  (m -1- 1)'"", 
col  (m -4- 2)'"",  e  col  (m -;- 3)'""  generano  (118)  tre  superficie  d'ordini  s,„,i 
-t-n,„  +  ,,  s,„,i -t- n„,  +  2,  S;„ ,  1  -f- n„,  4.  - ,  rispettivamente.  Queste  superficie 
hanno  in  comune  la  curva  d'ordine  s-,„,,  —  s„,  ,2  e  di  rango 

2(s™ ,  1  —  1  )(s^„ ,  1  —  s,„  ,  2)  —  s,„ ,  1   .  s„, ,  2  ■+■  s,„ ,  3 

generata    dai    primi   wi   sistemi  (121);  dunque  (97)    le    tre   superficie   avranno 
inoltre    un    numero  di  punti  comuni  eguale  a 

(sm  ,  1  -*-  «»<  + 1  )  (»/«  5 1  ■+■  »>»  +  2)  (S)»  >  1  ■+■  n«i  +  3) 


'*)  Cine  il  luogo  di  un  punto-base  comune  ad  m  fasri  oorrlspondenlr, 
(**i  Ciò  si  dimostra  come  pei  sistemi  di  terzo  genere  (111). 
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-  {s\,t  -  s,„,2)(2s,„,,  H-  S,„  +  3,i  -  2)  -H  2(s,„,i  -  l)(s 

•~  Sii,  5 1    .    S„,  5  2"'"  S«i  5  3 

ossia  ad  Sm  +  ^j,^,  in  virtù  delle   identità: 

«„,  +  ;,  ,  ,  =  S,„,  1  •^-  «m  +  l    "^  n«i  +  2  "*"  "«(  +  3  > 

s,„  +  3,3  =  s„i,3-t-(n,«4.i  -+-  n,„  +  2  ■+■»»'"  +  :.)  » 

-♦-  («m  +  a  "/«  +  1  -*-nm  +  5  n,„  +  ,-Hn,„  +  ,  ««,  +  2)  s»*'!  -+"n'«H 

Dunque  : 

II  numero  dei  punti  dello  spazio  pei  qua 
superficie  corrispondenti  (d'  ordini  n,  _,  n.j 
ti   sistemi    lineari    projettivi    di    genere  m, 


li    pa< 

,..)  d' 

è       Sii,  4 


0  m  -1-  3 
re  Ita  n- 

n 


Complessi  simmetriel. 


124.  Siano  dati  m -+- 1  sistemi  lineari  projettivi  di  genere  m.  Assumendo 
nel  primo  sistema  m  -*-  1  superficie,  alte  ad  individuarlo,  si  consideri  ciascuno 
degli  altri  sistemi  come  individuato  dalle  m  -ì-  1  superficie  che  corrispondono 
projeltivaraente  a  quelle.  Allora  una  qualunque  delle  (m -h  ì)-  superficie  che 
per  tal  modo  determinano  gli  m  -+■  l  sistemi,  potrà  essere  designata  col  sim- 
bolo Pif,  dove  l'indice  r  sia  comune  a  tutte  le  m -v- 1  superficie  di  uno  stes- 
so sistema,  e  1'  indice  s  sia  comune  ad  m  -v  1   superficie  corrispondenti. 

Ciò  premesso,  diremo  che  gli  mH- 1  sistemi  formano  un  complesso 
simmetrico  quando  tutti  siano  dello  stesso  ordine  n,  ed  inoltre  i  simboli 
Pfs  e  Psr  esprimano  una  sola  e  medesima  superficie. 

125.  Sia  n»  =  1  ,  cioè  abbiasi  il  complesso  simmetrico 

costituito  da  due  fasci  projettivi  (P,,,  P,^,..),  (Pai?  P22  ?  •  •)  ?  aventi  la  su- 
perficie comune  P^=^  =  P^^i ,  la  quale  però  non  corrisponda  a  sé  medesima. 
Su  questa  superficie  sono  situate  le  curve  basi  di  entrambi  i  fasci,  le  quali 
s'intersecano  negli  n'  punti  comuni  alle  tre  superficie  Pn,  P12?  ^22» 

La  superficie  $  d'ordine  2n ,  generata  (91)  dai  due  fasci  è  toccata  lungo 
la  curva  base  del  primo  fascio  dalla  superficie  P,,  di  esso,  che  corrisponde 
alla  superficie  P21  del  secondo  fascio.  In  fatti  (91)  ^  è  toccata  in  un  punto 
qualunque  di  detta    curva    dalla    superficie   del   primo    fascio    corrispondente  a 


(*).  Cfr.  Sai 
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quella  del  secondo  che  passa  pel  punto  medesimo  ;  ma  P.^,  è  una  superficie 
del  secondo  fascio  e  contiene  intera  la  curva  base  del  primo_,  dunijne  ecc. 

Similmente  la  superficie  $  è  toccata  lungo  la  curva  base  del  secondo  fascio 
dalla  superficie  Pj.,  del  medesimo,  che  corrisponde  alla  supeificie  P,.,  del  pri- 
mo. Nei  punti  comuni  alle  basi  dei  due  fasci,  <I>  è  adunque  toccata  da  entram- 
be le  superficie  Pn  e  Pj^ .  Ma  queste  due  superficie,  essendo  date  ad  arbi- 
trio, non  hanno  in  generale  alcun  punto  di  contatto;  dunque  i  punti  comuni 
alle  tre  superficie  P,,  ,  P,.t,  P.^.,  sono  doppi  per  la  superficie  «t .  Ossia: 

La  superficie  generata  da  due  fasci  projettivi  di  super- 
ficie d'  ordine  n,  formanti  un  complesso  si  ni  mei  lieo,  ha 
n^    punti    d  0  j)  p  i . 

Le  superficie  d'  ordine  n  passanti  per  gli  n'  punti  suddetti  formano  una 
rete^  epperò  tutte  quelle  che  passano  inoltre  per  un  punto  arbitrario  (che  pren- 
deremo in  <I>).  costituiscono  un  fascio.  La  curva  d'  ordine  n~,  base  di  (juesto 
fascio^  avendo  così  2n'  ■+■  1  intersezioni  comuni  con  <I> ,  che  è  d'  ordine  2n , 
giace  per  intero  su  questa  superficie.  Dimque  ogni  superficie  d'  ordi- 
ne n  passante  per  glin^  punti  doppi  di  $  sega  questa  su- 
perficie lungo  due  curve  separate  d'  ordini  nr,  interse- 
cantisi  ne'  punti  suddetti.  Per  ciascun  punto  di  *  passa 
una  curva  siffatta,  che  è  la  base  di  un  fascio  di  superficie 
d' ordine  n.  Due  qualunque  di  tali  curve  sono  situati  in 
una  medesima  superficie  d'  ordine  n^  epperò  non  possono  avere 
altri  punti  comuni,  fuori  di  quegli  n\ 

Queste  due  curve  sono  le  basi  di  due  fasci  d'  ordine  n ,  fra  i  quali  se  può 
stabilire  tale  corrispondenza  projeltiva  che  la  superficie  da  essi  generata  sia 
appunto  <I>.  In  fatti  una  superficie  dell'  un  fascio,  passando  per  la  curva  base 
di  esso^  sega  <I>  secondo  una  nuova  curva  d'  ordine  n-,  la  quale  insieme  colla 
base  dell'  altro  fascio  individua  la  corrispondente  superficie  di  questo.  Ma  vi 
è  una  superficie  la  quale,  contenendo  entrambe  le  curve  basi,  appartiene  al- 
l' uno  ed  all'  altro  fascio.  Come  appartenente  al  primo  fascio,  essa  se- 
ga $  in  una  nuova  curva  che  coincide  colla  base  del  secondo  fascio.  Dun- 
que la  superficie  che  in  esso  secondo  fascio  le  corrispon- 
de segherà  $  lungo  due  curve  coincidenti  nella  base  del 
secondo  fascio  medesimo^  ossia  toccherà  $  lungo  questa 
curva.  Per  tal  guisa  è  manifesto  che  le  curve  d'  ordine  n'^  pas- 
santi per  gli  n-  punti  doppi  sono  curve  (caratteristiche) 
di  contatto  tra  <I>  e  certe  superficie  d'  ordine  n,  apparte- 
nenti alla  rete  summenzionata.  Ossia  «tèi'  inviluppo  (47)  di  una  serie  sem- 
plicemente infinita  di  superficie  (due  delle  quali  passano  per  un  punto  arbi- 
trario dello  spazio),  fra  le  quali  si  trovano  anche  P,,   e   P.,j. 

126.  Ora  sia  m  =  2,  cioè  si  consideri  il  complesso  simmetrico 


Po,    ,      P,,   ,       P,T. 
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costituito  da  tre  reti  projettive  : 


(Pn, 

^,2, 

i'i3  ,    •    •     ) 

(P~2i   , 

P'2,, 

P2,,    ■    .    ) 

iP-oi, 

P,,, 

P,-o,    •    -) 

di  superficie  d'  ordine  n  ,  ove  P=,^  =  P32  ,  P^i  ^  P^r,  >  ^12  —  P^  •  Sia  * 
la  superficie  d'  ordine  3n ,  luogo  di  un  punto  nel  quale  si  seghino  tre  super- 
ficie corrispondenti  delle  tre  reti  (103);  essa  può  costruirsi  nel  modo  che  se- 
gue, 

I  due  fasci  projettivi  (P.,.-,,  Po-,..)?  Cr.s?  P7.-. ,  •  •  )  >  che  formano  un 
complesso  simmetrico,  generano  (125)  una  superficie  <I>n  d' ordine  2n,  la  qua- 
le è  toccata  da  P.-  Iimgo  la  curva  P3.1  P~- ,  base  del  secondo  fascio.  Analo- 
gamente i  fasci  proiettivi  (P,,  ,  P^-^,.  .),  (P5, ,  P33 ,  .  .  )  ^  che  formano  pur 
essi  un  complesso  simmetrico,  danno  una  superficie  <I>2.,  d^  ordine  2n ,  toccata 
da  P53  lungo  la  curva  P^,  P--.  E  i  due  fasci  projettivi  (P.,,  ,  P,^^,  .  .), 
(P3, ,  P33,  .  .  )  ovvero  (che  è  la  medesima  cosa  *))  i  fasci  projettivi 
(P,2,  Pi3>  •  •  )  »  {Pò-ir  P335  •  •  )  genereranno  una  superficie  <I)|0  0  Oji  d'  or- 
dine 2ri,  intersecala  da  P33  lungo  le  due  curve  P[-  P^-,  P.,-  P--,  e  per  con- 
seguenza toccata  dalla  stessa  P-5  ne'  punti  comuni  a  queste  due  curve^  cioè 
nei  punti  comuni  alle  tre  superficie  P,5,  P^j,  P3-  (punti-base  della  terza  re- 
te data). 

Le  superficie  analoghe  a  «I», ,,  0,,ij  generate  per  mezzo  di  fasci  che  si  cor- 
rispondono nella  seconda  e  nella  terza  rete,  formano  una  nuova  rete  (102);  e 
ciascuna  di  esse  può  risguardarsi  individuata  dal  fascio  delia  terza  rete  che  è 
impiegato  per  costruirla.  E  Io  stesso  valga  per  le  superficie  analoghe  a  f^.^^,  Oj^j 
generate  per  mezzo  di  fasci  corrispondenti  nel  primo  e  nel  terzo  fascio.  Donde 
segue  che  le  reti  ('^^^,  «J»,.!, ..),  {'^.,^,  *.,.„..)  sono  projettive^  ed  in  particola- 
re sono  projettivi  i  fasci  (<P,,,  <ì>,.J,  («f^,,  f^.,^)  che  nelle  reti  stesse  si  cor- 
rispondono. 

La  superficie  (^^^  (della  rete  $1,,  $i2j>-')  ^  '^  superficie  $o,  (della  rete 
*2i5  '^i-.5")  corrispondono  al  medesimo  fascio  (P^.^,  P33)  della  terza  rete  data^ 
e  rispettivamente  ai  fasci  (P^.,,  P.^-],  (P,.o  Pjj)  della  seconda  e  della  prima 
rete:  e  però  quelle  superficie  contengono,  oltre  alla  curva  P3.,  P55,  la  curva 
d'ordine  3n^,  luogo  dei  punti  ne' quali  si  segano  tre  superficie  corrispondenti 
di   quei   tre    fasci,  che  sono  projettivi.  E  questa  seconda  curva  appartiene  an- 


(*j  Una  superficie  d'ordine  2ji ,  generata  (90  per  mezzo  di  due  fasci  projettivi  {U,  V)  ,  iV ,  Vi 
dello  stesso  ordine  n,  può  anclie  essere  dedotta  da  due  fasci  projettivi  i  F,  t"),  (  F,  ¥'),  ne' quali  due 
superficie  V",  V"  si  corrispondano  come  segue.  Presa  ad  arbitrio  la  superficie  l"  fra  quelle  che  pas- 
sano per  la  curva  VV,  essa  incontrerà  la  superficie  {ini  secondo  un'altra  curva  K  d'ordine  n^,  per 
la  quale  e  per  la  base  VV  si  può  far  passare  una  superficie  V"  A'  ordine  n  .  In  fatti  K  ha  n^  punti 
comuni  colla  base  VV  (i  punti  comuni  alle  superficie  V",  V,  V);  dunque  una  superficie  d'ordine  n, 
passante  per  la  base  VV  e  per  un  punto  di  K  non  situato  in  questa  base  medesima,  avrà  n^ -t-  1 
punti    comuni    con    K  ,    e   però    conterrà  questa    curva    per    intero. 
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che  alla  supeiiicie  ^,  perchè  i  raedesirai  tre  fasci  sono  corrispondenti  nelle  tre 
reti  date. 

Analogamente,  la  superficie  $,2  (della  rete  <I>,,,  <I'i2:.->)  e  la  superficie  «Pjj  (della 
rete  $.,,,  ^o^j")  corrispondono  allo  slesso  fascio  (P^,,  P--)  della  terza  rete 
data  e  rispellivamenle  ai  fasci  (P.,,,  P=^-),  (P^,  Pj:,)  della  seconda  e  della  pri- 
ma rete;  perciò  quelle  superficie  conterranno,  oltre  alla  curva  P,,  P--,  la 
curva  d'ordine  3n~,  generata  dai  detti  tre  fasci,  che  sono  projetlivi.  La  qual 
curva  è  anche  situala  nella  superficie  "¥,  perchè  quei  tre  fasci  sono  corrispon- 
denti nelle  Ire  reti  date. 

Così  pure  una  superficie  qualunque  $,,.  del  fascio  (^^^,  (^^^)  e  la  superfìcie 
corrispondente  <I>.7,.  del  fascio  projetlivo  ((t.,,,  '\\,.,)  (le  due  superficie  corrispondono 
ad  un  medesimo  fascio  della  terza  rete  data)  avranno  in  comune  non  solo  una 
curva  (base  di  questo  fascio)  d'ordine  n-,  situata  su  P--^  e  sopra  una  super- 
ficie del  fascio  (P-j,  P,.,) ,  ma  anche  una  curva  d'ordine  3n^  generata  da  tre 
fasci  corrispondenti,  epperò  situata  su  "F.  INe  segue  che  "F  e  P--,  formano 
insieme  il  luogo  completo  generato  dai  fasci  projetlivi  (<I>,,  ,  'I>,.^).  (<I>2i  >  ^^-i^)- 

Siccome  questi  fasci  costituiscono  un  complesso  simmetrico,  così  (126)  la 
superficie  "¥  è  toccata  da  $jj  e  da  $^2  secondo  due  curve 
d'ordine  3n^  che  giacciono  in  $,2;  ed  i  punti  doppi  di  "¥ 
sono  i  punti  comuni  alle  tre  superficie  O,,,  $0.,,  $12 .  Ora,  si  è  vedu- 
to sopra  che  queste  superficie  sono  toccale  simultaneamente  da  P--  negli 
n'  punti-base  della  terza  rete  data  ;  e  ciascuno  di  questi  pimti  di  contatto  as- 
sorbe (21)  quattro  punti  d'intersezione  delle  tre  superficie  <1>  ;  dunque  la  su- 
perficie "¥  ha  (2n)^  —  4n^  =  4n''  punti  doppi,  pei  quali  passano  tutte 
le  superficie  <J>. 

Dalle  cose  or  dette  risulta  inoltre: 

1.°  Che  ^  insieme  con  P^-,  è  l'inviluppo  di  una  serie  semplicemente  in- 
finita di  superficie  «P,,,  $.,.„....  Ogni  superficie  <I>,^  è  l'inviluppo  di  una  se- 
rie analoga  di  superficie  d'ordine  n^  come  P,,  ;  e  viceversa  ogni  superficie  P,r 
dà  luogo  ad  una  serie  di  superficie  O,,.,  il  cui  inviluppo  è  costituito  da  '*^  e  dalla 
Pr,-  Ogni  superficie  $,,.  tocca  ■*■  lungo  una  curva  caratteristica  d' ordine  3n^, 
mentre  ciascuna  P,,.  tocca  Y  in  n^  punti  (punti-base  di  una  rete  di  superficie 

Prs). 

2.°  Che  Y  è  anche  il  luogo  dei  punti  doppi  delle  superficie 
<Prr-  In  fatti,  un  punto  doppio  di  O, ,  è  situato  in  tutte  le  superficie  del  fascio 
(P22J,  Po-)  ed  in  tutte  quelle  del  fascio  (P-.,,  P--);  e  per  esso  passerà  anche 
una  superficie  del  fascio  (Pj.,,  Pj:,)-  Epperò  il  punto  medesimo,  appartenendo  a 
tre  superficie  corrispondenti  dei  tre  fasci  suddetti  (che  sono  contenuti  nelle  tre 
reti  date)^  sarà  un  punto  del  luogo  "¥. 

127.  In  modo  somigliante  si  può  costruire  la  superficie  ^  luogo  di  un  pun- 
to nel  quale  si  seghino  tre  superficie  corrispondenti  di  tre  reti  projetlive: 

{P,    Q,    R,  ••), 

(P",    0",  R',..) 
(l'ordini   n,  n',  n",  le  quali  non  formino  un  complesso  simmetrico    (103). 
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I  due  fasci  projetlivi  (Q' j  R')^  (Q",  R")  generano  una  superficie  <I>,  d'  or- 
dine n'-+-n",  che  è  intersecata  da  R"  secondo  le  due  curve  R"0",R'  R'. 

I  due  fasci  projetlivi  {Q",  R")^  (Q,  R)  generano  una  superficie  $',  d'  or- 
dine n"-^n,  che  è  intersecata  da  R"  secondo  le  due   curve  R'Q",  R"R. 

I  due  fasci  projetlivi  (P',  R'),  (P"j  R")  generano  una  superficie  «J.^  d'  or- 
dine n  ■+■  n",  che  è  intersecata  da  fi"  secondo  le  due  curve  Ri  P" ,  R  R' . 

E  i  due  fasci  projetlivi  (P",  fi"),  (P,  fi)  generano  una  superficie  ^\,  d'or- 
dine n"  -t-n,  che  è  intersecata  da  fi'  secondo  le  due  curve  R"P",  R"R. 

Le  superficie  «l'i ,  ^.,  determinano  un  fascio  d'  ordine  n'  -+-  n",  che  ^ 
projettivo  al  fascio  (Q"^  P").  Se  S"  è  una  superficie  qualunque  di  quest'  ul- 
timo fascio,  i  fasci  corrispondenti  (epperò  projetlivi)  (S',  fi'),  (S"j  R")  gene- 
reranno la  superficie  <I>  del  fascio  (<I>,,  <I>.2)    che  corrisponde  ad  5". 

Analogamente,  le  superficie  «I)',,^'^  determinano  un  fascio  d'ordine  n" -t-n. 
pur  esso  projettivo  al  fascio  {Q",  P").  La  superficie  <I>'  corrispondente  ad  5" 
è  generata  dai  fasci  corrispondenti  (projetlivi)   (s",  fi");,  (Sj,  R). 

Le  superficie  <I>^  <I>',  olire  alla  curva  R"S"j  contengono  evidentemente  la 
curva  d'ordine  nn' -t- n'n" -h  n"»» ,  luogo  (98!  di  un  punto  ove  si  seghino 
tre  superficie  corrispondenti  dei  tre  fasci  projetlivi  (S,  R),  {S',  fi),  (5',  fi"): 
curva  che  è  situala  sopra  ^  ,  perchè  questi  tre  fasci  sono  corrispondenti  nelle 
tre  reti  date.  Dunque:  i  fasci  projetlivi  ($,,  «J^)^  (<!>',,  $.,')  genera- 
no   un    luogo    che    è    composto    delle    superficie  fi"  e  ■>?. 

128.  Suppongasi  ora  n"  =  n'  =  n .  In  questo  caso  (  126 ,  nota  )  una  super- 
ficie qualunque  R,,  del  fascio  (R',  fi")  interseca  <l>i  e  «Po  secondo  due  curve  si- 
tuate rispettivamente  su  due  superficie  Q,j ,  Po  appartenenti  ai  fasci  (Q',Q"), 
(P',  P").  Donde  segue  che  le  reti  projetiive 

(P.     Q,     R,  ..) 

(Po,      Oo,     Ro,..) 

(P",    Q",    R",..) 

daranno  origine  alle  medesime  superficie  $j ,  $25  *'i  5^2»  ^  genereranno 
una  superficie  d'  ordine  Zìi  ,  la  quale ,  avendo  quattro  curve  d'  or- 
dine 3n"-  comuni  con  ^,  coinciderà  assolutamente  con  questa  superficie. 
Vale  a  dire  : 

Se  una  superficie  d'  ordine  3n  è  generala  da  tre  reti 
projetiive 

(P,    Q,    R,  ..) 

(P',  Q',  Ji',.-] 
(P",Q",R",..) 

d'  ordine  n,  si  può  sostituire  ad  una  qualunque  di  que- 
ste,   per    es.    alla   seconda,   una    nuova    rete 

{Po.Qo,  Ro,..) 

proiettiva  alle  date,  e  formata  da  superficie  che  appar- 
tengano rispettivamente  ai  fasci  (P'^P"),  (Q',Q"),  (fi',  fi"),  ... 
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Analogamente,  noi  potremo  surrogare  un'  altra  delle  reti  date 


con  una  nuova  rete 


(P,,  Oi,  Ri,-.) 


ove  le  superficie  P^,  Q, ,  i?,,..  appartengano  rispettivamente  ai  fasci  (P^,  Po), 
iOi,  Qo),  {Ri,  Ri)  ,"  ,  ossia  ciò  che  è  la  medesima  cosa,  alle  reti  (P,  P' ,  P"), 
iQ,Q',Q"),  (R,R',R)-  Adunque  finalmente  si  potrà  generare  la  me- 
desima  superficie    ^    per    mezzo   di    tre    nuove    reti 

(P^,  Qi,  R.,..) 
{P,.0„  R,,'.) 

proiettive  alle  date  e  formate  da  superficie  P^P2P^,.., 
Qi  Q2  Qzf  • ,  Ri  Ri  R3 ,  •  ■  che  appartengano  rispettivamente  al- 
le   reti 

(P,  P',  P",..) 
(Q,  Q',  Q",'.) 
[R,  R,  R',..) 

Di  più  :  le  reti  projettive 

{P,P',  P",  P,  ,..) 
{Q,  Q',  Q",  Qi,") 
{R,  R,  R',  fij  , . .  ) 

generano  una  superficie  d'ordine  3n^  la  quale  contiene  le  quattro  curve  «Pi^o» 
$1  $/,  $'1  $'.2  5  ^i^i  d'ordine  3n^,  epperò  coincide  con  Y .  La  projettività 
di  queste  tre  reti  si  determina  assai  facilmente.  Sia  P,  una  superficie  qualun- 
que del  fascio  (P,  P')  ;  la  corrispondente  superficie  Q^  si  determinerà  in  mo- 
do che  la  superficie  generata  dai  fasci  projettivi  (P,  P',  P^),  (Q,  Q' ,  Q^)  co- 
incida con  quella  generata  dai  fasci  (P,  Q) ,  (P',  (?') ,  pei  quali  la  legge  di 
corrispondenza  è  data,  ('osi  si  arriverà  per  gradi  a  risolvere  il  problema  più 
generale:  assunta  ad  arbitrio  una  superficie  nella  rete  {P,P' ,P'  ],  trovare  le 
superficie  corrispondenti  nelle  altre  due  reti  [Q,  Q' ,  Q"),  (R,  R ,  fi"). 
129.  Passiamo  a  considerare  il  complesso  simmetrico 

"ii^  "125  "13»  Pii 
"ai  ■»  P22  j  "23  '  *  24 

Psl  5  P32  '  P33  5  Psi 
P4I  }    P/.2  >    Pio  5    Pl4 
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costituito  da  quattro  sistemi  line;iri  (di  terzo  genere)  projettivi  di  superficie  d' ordi- 
ne n,  dove  Pia  =  Poi ,  P,3  =  P5, ,  Pu  =  P^, ,  P,^  =  P52 ,  P-2i  =  ^ia  » 

P..^P^-^.  La  superficie  A  d'ordine  4»,  luogo  di  un  punto  comune  a  quat- 
tro superficie  corrispondenti  (114),  può  essere  costruita  nel  modo  seguente. 

Le  tre  reti  projettive  (P,^,  P.,5,  P.^),  [P^^i,  P~,,  Pu),  (P. 1-2  >  Pio  ^  Pu) 
danno  (126)  una  superficie  ^^^  di' ordine  3n,  che  è  toccala  dalla  superficie*, 
generala  dai  fasci  (P35,  P^,J,  {P^-,  P^i),  secondo  una  curva  d'ordine  3n- 
(situala  sulla  superficie  generata  dai  fasci  (P-., ,  P^J,  {P,^., ,  P.J  ovvero  dai 
fasci  (P23,  Pai),  (Pi3,  P^^),  la  quale  è  il  luogo  di  un  punto  nel  quale  si 
seghino  tre  superficie  corrispondenti  dei  fasci  projettivi  (P.,.,P.,^),  (P-^^,P^^Ì, 

{Pio,    Pu)- 

In  somigliante  maniera,  le  tre  reti  projettive  (P^^  ^  P,3,  Pnìj  (P31  ^  P335  ^34)5 
(P^i ,  P^j,  P^i)  generano  una  superficie  T.,.,  d'ordine  3n,  che  è  toccata  dal- 
la superficie  $  secondo  una  curva  d'  ordine  3n~  (situata  sulla  superficie  gene- 
rata dai  fasci  (P,3^  P^^),  (P^-,  PJ  ovvero  dai  fasci  (P3, ,  P51) ,  (P^, ,  PJ  ), 
la  quale  è  il  luogo  di  un  punto  comune  a  tre  superficie  corrispondenti  dei 
fasci  projettivi  (P,.,  P„) ,  (P33,  P-J,  {P^.,  PJ. 

E  le  tre  reti  proiettive  (P„,Pi3.  P-2i).  (^31.  Póó,  P-où^  (P^,  P-io^  PuU 
0  ciò  che  è  la  stessa  cosa  (128)  le  tre  reti  projettive  (Pi-^,  P^j  Più  ^ 
(p.2,  P33,  P-^),  (P^.,,  Pj,^,  P^j  generano  una  superficie  y",^  0  Y^,  d'or- 
dine 3n,  che  è  segata  dalla  superficie  $  secondo  le  due  curve  d'  ordine  3n^ 
ora  menzionate.  Donde  segue  che  i  punti  comuni  a  queste  due  curve,  ossia  i 
in^  punti  (100)  pei  quali  passano  quattro  superficie  corrispondenti  dei  fasci 
projettivi  (P,3,  P,J,  (P.2-,,  P.J»  {P-o-o,  P-oi),  {P.10,  Pu)  sono  tali  che  in 
ciascuno    d'essi   la   superficie    4>    tocca    tutte    e   tre  le  superficie   ^n,  "P-ja-» 

^12- 

Le  superficie  '¥^^,  ^9^^  determinano  un  fascio  projettivo  al  fascio  (P4-2,  Puì- 
Se  P^r  è  una  superficie  qualunque  di  quest'ultimo  fasciole  se  P-r  j,  P-2,  j,  Pir 
sono  le  superficie  corrispondenti  dei  fasci  (Pj^,  P31),  (P0.2,  P-n),  (P[~2:>  Pìi)^ 
la  superficie  corrispondente  "i'i,.  del  fascio  ('i'uj  Y,o)j  sarà  generata  dalle  reti 
projettive  (P^r,  P.-o,  P-u)>  (^-o  P30»  P-où ,  iP\r,  Pi,,  Più- 

Le  superficie  ■>p2i  j  "^^o  determinano  un  altro  fascio  projettivo  allo  stesso 
fascio  (P^2,  P41)  anzidetto.  La  superficie  ^jr  del  fascio  (Y.^,,  ■^'.^i)  che  cor- 
risponde a  P^r,  è  generata  dalle  reti  projettive  (P,,. ,  P,3,  Pu),  (Por,  P00, 

P-J,    (P,r,    P,,,    Pu)- 

Le  due  superficie  Tj,. ,  ^^^  d'ordine  3n  passano  insieme  per  la  curva  d  or- 
dine 3n-  generala  dai  fasci  (P,^,  Pr,),  (P-^  P3/J  e  siluata  sulla  superficie 
$,  e  si  segheranno  perciò  secondo  un'  altra  curva  d'  ordine  6n"-,  luogo  di  un 
punto  (105)  comune  a  quattro  superficie  corrispondenti  di  quattro  reti  projet- 
tive    (P,r,    Pl3,    Pu),    {P^lr  ,  P^.„  PJ  ,    iP-or,    Póò,    P-.ù  ^    [P  ir ,  P  i,  ,  P  u)' 

Questa  curva  appartiene  alla  superficie  A^  perchè  queste  tre  reti  sono  corri- 
spondenti nei  sistemi  dati,  dunque  i  fasci  projettivi  (Y,i ,  "fi^),  ("P.ii  5  "^as) 
generano  un  luogo  composto  della  superficie  $  d'  ordine  2n  e  della  superficie 
A  d'  ordine  An  . 

Per  conseguenza  (125)  i  punti  doppi  del  luogo  composto  saranno  le  inter- 
sezioni delle  tre  superficie  T,,  ,  -ì^.,.,,  •>?,.,.  Ma  queste  tre  superficie  hanno 
4n^  punti  di  contatto^  i  quali  equivalgono  a  4 .  4n^  intersezioni:  dunque  il  nu- 
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lueio  de'  punti  doppi  è  (3n)'  —  4.  4«'  =  lln\  Ora  i  punti  doppi  di  *  sono 
le  n^  intersezioni  delle  superficie  P-.^,  P^^,  Pj^;  perciò  la  superficie  A 
ha  lOtt^  punti  doppi  situali  sopra  tutte  le  superficie  ana- 
loghe   a    T,  ,^  --V.-,^,,  '^1^2,- •• 

Siccome  la  superficie  A  è  generata  (insieme  con  $)  per  mezzo  di  due  fasci 
proiettivi  costituenti  un  complesso  simmetrico,  così  essa  sarà  toccata  dalle  su- 
perficie ^,1,  ^^.,2  ^-  f'^  ""'6  'e  analoghe  secondo  altrettante  curve  caratteri- 
stiche d'ordine  6n- ;  e  le  curve  di  contatto  di  due  superficie  '^n  ,  ^22  **" 
ranno  situate  insieme  in  una  medesima  superficie  ^i^- 

Inoltre  A  può  definirsi  come  il  luogo  dei  punii  doppi  del- 
le superficie  •*'jj_,  ^22j--'  ^"  ^^''^  '  P""''  ^°PP'  ^^  '^'ii  *°°°  (^^6) 
quelli  comuni  ad  infinite  superficie,  come  p.  e.  quelle  generate  dalle  coppie 
di  fasci  projellivi: 


0 

m) 
h) 
k) 

(^33.^3.),              (Pi„Pu)^ 
(P32.    ^33).              (P42.    ^43). 

(P,„Pn).         {P,,>Pu)> 

(P,2,P,z),              (P42,PJ. 

eccettuati  però 

punti 

comuni  alle   superficie   P^^,  P^ 

P^^ .  Dunque  ,  se  x 
^  uno  di  quei  punti  doppi,  per  x  passano  due  superficie  corrispondenti  A^ ,  A^ 
dei  fasci  /),  due  superficie  corrispondenti  B^,  B,^  dei  fasci  ni),  due  superficie 
corrispondenti  C.,,  C,^  dei  fasci  h)  e  due  superficie  corrispondenti  B.2,  B^  dei 
fasci  k).  I  fasci  della  colonna  a  destra  sono  compresi  in  una  medesima  rete 
(P/^2  5  ^i3  »  Più  ■>  ^  '^  superficie  di  una  rete  che  passano  per  un 
medesimo  punto  x  (  che  non  è  un  punto-base  della  rete  )  costituisco- 
no un  fascio:  dunque  le  superficie  A,^,,  B^,  C^  appartengono  ad  uno 
sfesso  fascio ,  contenuto  nel  quarto  dei  sistemi  dati.  Ed  ai  fasci  che  a 
questo  corrispondono  nel  secondo  e  nel  terzo  sistema  dato  apparterranno  rispet- 
tivamente le  coppie  di  superficie  (B^,  C),  (A3,  B-).  11  punto  x,  comune  a 
tutte  queste  superficie,  è  per  conseguenza  un  punto-base  comune  a  tre  fasci 
corrispondenti  in  tre  dei  sistemi  dati  (il  secondo,  il  terzo,  il  quarto).  Per  x 
passerà  anche  una  superficie  del  fascio  che  a  quelli  corrisponde  nel  primo 
sistema  dato.  Dunque  x  è  situato  in  quattro  superficie  corrispondenti  dei  quat- 
tro sistemi  dati,  ossia  x  è  un  punto  del  luogo  A,  c.d.d. 

130.  Consideriamo  da  ultimo  la  superficie  A  d'ordine  mn,  luogo  di  un 
punto  pel  quale  passino  m  superficie  corrispondenti  di  m  sistemi  lineari  pro- 
iettivi di  genere  m—i  e  d'ordine  n.  Il  complesso  degli  m  sistemi  suppon- 
gasi da  prima  non  simmetrico,  e  le  superficie  che  individuano  i  sistemi  mede- 
simi costuiscano  la  matrice  quadrata 

Pu  ^12  •       •       Pim 

P<ìi  "22     •     •     •      "2»! 
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che  ha  m  linee  ed  m  colonne.  Le  superficie  di  una  stessa  linea  appartengono 
ad  un  medesimo  sistema^  mentre  le  superficie  di  una  colonna  sono  corrispon- 
denti. 

Omettendo  nella  matrice  data  1'  r"'"  linea  e  1'  s'""  colonna,  si  ha  un  com- 
plesso minore  di  m  —  1  sistemi  minori  projettiTi  di  genere  m  —  2  ;  chiame- 
remo Ars  la  superficie  d'ordine  (m  —  l)n  da  essi  generata  (118). 

Omettendo  l' s""*  colonna,  si  ha  un  complesso  di  m  sistemi    minori  projet- 

,.     m(m  —  l)n- 
tiri   di  genere  w»  —  2  ;  sia  K>:  la  curva  d'  ordme da  essi  genera- 
ta (121):  curva  che  è  evidentemente  situata  su  A  e  sopra  tutte    le    superficie 
A,„  A^,,..,  A„,.                                                               _  . 

Omettendo  nella  medesima  matrice  l' r™"  linea,  rimangono  m  —  1  sistemi 
projettivi  di  genere  m  —  l  ;  sia  Lr  la  curva  d'  ordine 


1)^ 


(m-l)(m-2) 


mijn-i) 


da  essi  generata  (121).  Questa  curva    è    situata  sopra  A  e  sopra   tulle  le  su- 
perficie  Ari  J   ^»-2  5  •  •  J   ^rm  • 

Se  ora  si  scambiano  nella  matrice  data  le  linee  colle  colonne,    onde   si  ab- 
bia la  nuova  matrice 


Pi, 


Pi» 


questa  rappresenterà  un  nuovo  complesso  di  m  sistemi  lineari  projettivi  di  ge- 
nere m  —  1  (*).  Sia  V  la  superficie  d'  ordine  mn  generata  da  questi  sistemi  ; 
e  indichiamo  con  y!rs  la  superficie  d'  ordine  (m  —  l)n  dedotta  dalla  matrice 
inversa  nello  stesso  modo  che  A^s  è  stata  ricavata  dalla  matrice  primitiva;  e 
con  Hr,  Ms  le  curve  analoghe  a  ^^j  Lr. 

Se  si  suppone  che  Vrs  e  A„  siano  una  sola  e  medesima  superficie,  anche  la  curva 
K^  comune  alle  superficie  Aj^,  à.^,,..,  A,„s  coinciderà  colla  curva  Ms  comune  alle 
superficie  Vsi;,  Vsaj"?  Vsm't  e  parimente  Lr  coinciderà  confi',.  Dunque  le  superfi- 
cie A  e  V,  avendo  in  comune  tutte  le  curve  K,  L,  coincidono  in  una  superficie  uni- 


(*)  Circa  la  delermi 


deUa  corrispondenza  proiettiva  ne' nuovi   sistemi,  veggasi  la    chiusa  del 
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ca  incontrata  da  A,.s  secondo  due  curve  K^,  Er  d'ordine         ~     n^  l'ima'siluala 

su  tutte  le    superficie    A,^,    \g,..,  e  l'altra    su    tutte    le    superficie    A^,  , 

Ar2  5...  Ma  l'ipotesi  ammessa  si  è  verificata  per  m  =  2  ed  m  =  3  (126, 
128);  dunque  ecc. 

Se  nella  matrice  data    si    omettono  1'  r'""  e  I'  s'""  colonna,  si  hanno  m  si- 

,.  mim—  l)(m—  2)    . 

sterni  mniori  projettivi  di  genere  m— 3,  e  sarà n'  il  nu- 
mero de'  punti  da  essi  generati  (123).  Questi  punti  sono  evidentemente  comu- 
ni alle  curve  Kg ,  E,-  ;  dunque  nei  punti  medesimi  la  superficie  A  è  toccata 
dalla  superficie  A,.., , 

131.  Ora  il_  complesso  rappresentato  dalla  matrice  data  sia  simmetrico,  cioè 
sia  Prs  ^  Psr ,  onde  anche  A^,.  ^  A„. ,  E,  E^  Kr  •  Allora  le  due  curve  se- 
condo le  quali  la  superficie  A,,,  sega  A  coincidono   in    una    curva  unica^  cioè 

Arr  tocca  A  lungo  una  curva  E,   d'  ordine  n^ ,  comune    a    tutte   le 

superficie  A,,.,  Ag,,..,  A„„. ,  epperò  A,.,  sega  A  secondo  due  curve  Er,  K^, 
che  sono  le  curve  (caratteristiche)  di  contatto  fra  A  e  le  due  superficie  A,.,.,  Ag^. 
Le  due  superficie  A,.,,,  Ajs,  oltre  alia  curva  Kr  comune  con  A,  s'interse- 
cano secondo  un'  altra  curva  d'  ordine tr,  generata  dagli  m—\ 

sistemi  minori  projeltivi  di  genere  m  —  3,  che  si  ottengono  togliendo  dalla 
matrice  data  1'  r'""  linea  e  le  colonne  r'""  ed  s'"".  Questa  curva  è  evidente- 
mente situala  anche  nella  superficie  3  d'ordine  (m  —  2)n  generata  dagli  m  — 2 
sistemi  minori  projetiivi  di  genere  m  — 3,  che  risultano  omettendo  le  linee 
r"*"  ed  s'""  e  le  colonne  r'""  ed  s'""  della  matrice  proposta. 

La  medesima  proprietà  si  verifica  per  ogni  coppia  di  superficie  corrispon- 
denti dei  fasci  (A,.,.,  A^sS  {^sr ,  ^ss)  i  quali  sono  projeltivi_,  come  projetiivi 
(129)  entrambi  al  fascio  (P,,,,,?  Pmr)  •  Dunque  i  due  fasci  anzidetti  genereranno 
un  luogo  composto  delle  due  superficie  S  e  A.  E  siccome  gli  stessi  due  fasci 
formano  un  complesso  simmetrico,  così  (125)  i  punti  doppi  del  luogo  compo- 
sto saranno  le  intersezioni  comuni  delle  tre  superficie  A,.^  ^  A„ ,  A^, . 

Ora  H  è  rispetto  a  ciascuna  delle  A,.r,  A,,,  ciò  che  queste  sono   rispetto  a 

A      ,            -              A         A-             ,      .                  .,     ,•      (tn— l)(m  — 2) 
A;  dunque  a  tocca  A^^,  A^^  secondo  due  curve  d  ordme w, 

generate  dai  complessi  di  sistemi  minori  che  si  ottengono  dalla  matrice  data 
omettendo  per  entrarahe  le  linee  r'"",  s'""  e  rispettivamente  le  colonne  r'"", 
s'"".  E  queste  medesime  due  curve  costituiscono  anche  l' intersezione  di  3  con 
Ars  5  come  si  fa  manifesto  applicando  a  queste  due  superficie  il  discorso  fatto 
superiormente  (130)  per  Ars  e  A.  Dunque  le  tre  superficie  Arr,  A„,  Ars  so- 
no toccate  da  una  medesima  superficie  3  ,  epperò  si   toccano    fra    loro,    negli 

m{m—  l)(m  — 2)  .  .  .  „  ...  .  ,  . 
n'  punti  comuni  a  quelle  curve,  cioè  nei  punti  generati  dai 
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sistemi  che  dà  la  matrice  proposta,  omettendo  le  linee  r'""  ed  s""".  Ciascuno 
di  questi  punti  di  contatto  conta  come  quattro  intersezioni;  e  però  il  numero 
complessivo  dei  punti  doppi  di  A  e  di  S  sarà 

m(m-l)(m-2)  ) 

*'"-*>  -^  — in      j"  - 

m(m^-l)    -        (m -2)  [(m- 2)2-1] 

n"  -t- ■  n  ; 

2.3  2.3 

dunque:  la  superficie  A  generata  da  m  sistemi  lineari  pro- 
jettiti    di   genere   m— 1  e  d'ordine   n,  formanti  un  comples- 

so   simmetrico,   ha  — n'  punti  doppi  (*). 

Si  proverebbe  poi  come  ne'  casi  di  m  =  3  ed  m  =  4  (126,  129)  che  A 
è  anche  il  luogo  dei  punti  doppi  delle  superficie  analo- 
ghe   a    Arr . 


Qui  finisco  i  Prelminari,  quantunque  il  disegno  primitivo  fosse  diverso  da 
quello  che  si  è  venuto  attuando.  Il  presente  lavoro  può  stare  da  sé,  come  con- 
tenente il  materiale  elementare,  che  sarà  adoperalo  più  tardi  in  al- 
tro scritto  sulla  teoria  delle  superficie.  Nel  quale  mi  propongo  di  sviluppare 
geometricamente  ciò  che  risguarda  la  superficie  reciproca  di  una  data,  la  su- 
perficie Hessiana  (Jacobiana  delle  prime  polari  (**)  )  ed  altre  superficie  intima- 
mente connesse  colla  superficie  fondamentale  (***).  Inoltre  si  applicheranno 
le  teorie  generali  a  certe  classi  di  superficie^  particolarmente  a  quelle  generate 
dal  movimento  di  una  linea  retta. 


Correzione,  k  pag.  38,  lin  4  e  5,  in  luogo  di  «  ordine  »  leggasi  «  genere 


(*)  Salmon  I.  e.  p.  496. 

(**)  Introd.  90. 

(***)  Una  parie  di  queste  proprietà,  insieme  colla  loro  applicazione  alle  superficie  di  terz' ordine, 
trovasi  già  nel  Mémoire  de  geometrie  pure  sur  tes  surfaces  du  troisième  ordre,  che  ottenne  (1866) 
dalla  R.  Accademia  delle  scienze  di  Berlino  una  metà  del  premio  fondalo  da  Sieineb,  e  che  ora  si  sta 
stampando  nel  Giornale  Crclle-Borchardt  't.  68). 


97 


SOMMARIO 


PARTE  PRIMA 


Coni ' 

Cono  d'ordine  n  (1).  Rette  e  piani  tangenti  ad  un  cono;  classe  di  un   cono  (2).  Singolaritìi 
di  un  cono  (3).  Teoria  dei  coni  di  vertice  comune  (4).  Coni  quadrici  (5). 
STiInppaliill  e  curve  soltbe 

Ordine  e  classe  di  una  curva  gobba  (6).  Ordine  e  classe  di  una  sviluppabile (7).  Singolariti  (8). 
Curva  cuspidale  e  curva  nodale  di  una  sviluppabile  (9).  Sviluppabile  osculalrice  e  sviluppa- 
bile bilangente  di  una  curva  gobba  (11).  Formole  di  Catibt  (10,  12).   Coni  prospettivi  e 
sezioni  piane  (13).  Applicazione  aJ  un  esempio  (14). 
Superficie  d*  ordine  qualnntiue > 

Superficie  d'ordine  n  (15).  Rette  osculatrici,  piano  tangente  (16).  Punti  doppi  (17).  Punti 
multipli,  linee  multiple  ;  numero  delle  condizioni  che  determinano  una  superficie  d'ordi- 
ne n  (18).  Contatto  fra  due  superficie  (19).  Intersezione  di  due  superficie;  fascio  di  super- 
fìcie; numero  delle  condizioni  cbe  determinano  la  curva  d'intersezione  di  due  superficie 
d'ordini  dati  (20).  Punti  comuni  a  tre  superficie  (21).  Teorema  di  Ddpin  (22). 
Superficie  di  second*  ordine » 

I  due  sistemi  di  generatrici  rettilinee  di  una  superficie  di  second' ordine  (23,  24).  Classifica- 
zione delle  superficie  di  second' ordine  (28).  Superficie  di  second' ordine  generata  per  mez- 
zo di  due  rette  punteggiate  projettive  o  di  due  fasci  proiettivi  di  piani  (26).  Poli  e  piani 
polari  (27).  Rette  coniugate  (28).  Classe  di  una  superficie  di  second' ordine  (29).  Cono  cir- 
coscritto (30). 
Superficie  dii  classe  qualunque.  Polari  reciproclie     ....        > 

Tangenti  coniugate  (31).  Cono  circoscritto  (32).  Inviluppo  di  classe  n  (33).  Superficie  di  se- 
conda classe  (34).  legge  di  dualità  (35).  Figure  polari  reciproche  (36).  Curva  considerala 
come  inviluppo  di  piani  (37).  Piani  tangenti  singolari  (38).  Sviluppabili  circoscrilte  (39i. 
Due  superficie  segantisi  secondo  due  curve  separate;  applicazione  alle  superficie  di  second'or- 
dine;  cubica  gobba  (40  . 

Siatemi  lineari » 

Numero  delle  superficie  di  un  fascio  che  toccano  una  retta  data  o  un  piano  dato  (41).  Siste- 
ma lineare  di  genere  m  (42).  Sistemi  lineari  minori;  numero  delle  superficie  «he  deter- 
minano un  sistema  lineare  (43).  Sistemi  lineari  proiettivi  (44). 


98 

Superficie  iitTiluppauti pag. 

Superficie  inviluppante  le  superficie  di  una  serie  semplicemente  infinita  ;  curve  caratteristi' 
cbe  (4i).  Curva  cuspidale,  curva  doppia  dell' inviluppante  (46).  Applicazione  al  caso  clie  per 
un  punto  qualunque  dello  spazio  passino  due  superliric  della  serie  inviluppata  (47j. 

Superficie   cobite » 

Superficie  rigate,  sviluppabili,  gobbe  (48).  Teorema  di  Chasles  sul  rapporto  anarmonico  di 
quattro  punti  di  una  stessa  generatrice  (49).  Due  superficie  gobbe  aventi  una  generatrice 
comune  (50).  La  classe  di  una  superficie  gobba  è  eguale  all'ordine  I5().  Curva  doppia  di 
una  superficie  gobba  (52).  Generatrici  singolari;  sviluppabile  bitangente  (53).  Curve  punteg- 
giate projettivamente;  teorema  di  Rieuann  e  Clbb8Cb(54).  Divisione  delle  curve,  delle  svi- 
luppabili e  delle  superficie  gobbe  in  generi  (55).  Superficie  gobbe  di  genere  zero  (56).  Su- 
perficie gobbe  con  due  direttrici  rettilinee;  teorema  di  Mootard  (57).  .  .  (*). 


PARTE  SECONDA 


ìSuperflcie  polari  relative  ad  una  superficie  d'ordine  qna- 

Innaue      » 

Superficie  polari  (61).  Reciprocità  fra  le  polari  r'na  ed  (n  — r)'«a  (62).  Polari  relative  a 
polari  (63).  Piano  polare  di  un  punto  della  superficie  fondamentale  (64).  Curva  di  contatto 
Ira  la  superficie  fondamentale  e  le  tangenti  condotte  dal  polo  (65).  Classe  di  una  superfi- 
cie d' ordine  n  (66).  licite  osculatrici,  rette  bitangenti,  piani  bitangcnti,  piani  staziona- 
ri (67,  70).  Curva  parabolica  (68).  Superficie  polari  di  un  punto  della  superficie  fondamen- 
lale  (69).  Superficie  polari  di  un  punto  multiplo  della  superficie  fondamentale  (71,  72j.  In- 
fluenza del  punto  multiplo  sulle  polari  di  un  altro  polo  (73,  79).  Polari  di  un  polo  fisso 
relative  alle  superficie  di  un  sistema  lineare  (74).  Numero  delle  superficie  d'ordine  n  d'un 
sistema  lineare  di  genere  m  che  hanno  un  contatto  (m-*- l)punto  con  una  retta  data  (75). 
Fascio  di  superficie  contenente  un  cono  (76).  Teoremi  sulle  polari  miste  (77,  78).  Fascio 
delle  prime  polari  dei  punti  di  una  retta  (80).  Poli  di  un  piano  (81).  Sistema  lineare  for- 
mato dalle  prime  polari  (82).  I  punii  comuni  alle  prime  polari  sono  punti  multipli  per  la 
superficie  fondamentale  (83).  Punti  multipli  delle  polari  (84,  85).  Proprietà  dei  punti  pa- 
rabolici (86). 
Inviluppi  di  piani  polari  e  luoghi  di   poli 

Inviluppo  dei  piani  polari  dei  punti  di  una  retta  (87).  Inviluppo  dei  piani  polari  dei  punti 
di  una  superficie  (88).  Luogo  dei  poli  dei  piani  tangenti  di  una  superficie  (89).  Caso  che 
questa  superficie  sia  sviluppabile  (90). 

Fasci  proiettivi  di  superficie ' 

Superficie  generata  da  due  fasci  proiettivi  di  superficie  (91).  Teoremi  di  Cbaslbs  (92).  Teo- 
remi di  Jacobi  (93,  94;.  Caratteristiche  della  curva  comune  a  due  superficie  (95).  Caratte- 
ristiche della  curva  comune  a  due  superficie  che  si  segano  giàsecondo  un'altra  curva  (96). 
Numero  dei  punti  comuni  a  Ire  superficie  passanti  per  una  medesima  curva  (97).  Luogo  di 
un  punto  ove   si  segano  tre  superficie  corrispondenti  di  tre  fasci  proiettivi  (98).  Luogo  dei 


(*)  Per  una  svista  la  numerazione  dei  paragrafi  salta  dal  57  al  61 
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poli  di  uo  piaoo  rispeUo  alle  superficie  di  un  fascio  (99).  Niimeio  dei  punii  ove  si  segano 
quattro  superficie  corrispoDdeuti  di  quattro  fasci  proiettivi  (100).  Numero  dei  punti  dop- 
pi delle   superfìcie   di  un  fascio  (101). 

Reti  projettive .     .   pag.  70 

C'irva  generata  da  due  reti  proiettive  di  superficie  (102).  Luogo  dei  punii  comuni  a  tre  su- 
perficie corrispondenti  di  Ire  reti  proiettive  (103).  Luogo  dei  poli  di  un  piano  rispetto  alle 
superficie  di  una  rete  (104).  Luogo  dei  punti  comuni  a  quattro  superficie  corrispondenti  di 
quattro  reti  proiettive  (105).  Luogo  dei  punti  doppi  delle  superficie  di  una  rete  (106).  Nu- 
mero dei  punti  per  ciascun  de' quali  passano  cinque  superficie  corrispondenti  di  cinque  re- 
ti proiettive  (107).  Luogo  dei  punti  di  contallo  fra  una  superficie  fissa  e  le  superficie  di 
una  rete  (108).  Luogo  dei  punti  di  contatto  fra  le  superficie  di  un  fascio  e  le  superficie  di 
lina  rete  (109). 

)>iiBtenii  lineari  proiettivi  («li  terzo  genere) «75 

Punii  generati  da  due  sistemi  lineari  proiettivi  (110).  Punti  coslituenli  la  Jacobìana  di  due 
superficie  (MI).  Curva  generata  da  Ire  sistemi  lineari  proiettivi  (112).  Curva  Jacohiana  di 
tre  superficie;  numera  delle  superficie  di  un  fascio  che  toccano  una  superficie  fissa  (113). 
Luogo  di  un  punto  comune  a  quattro  superficie  corrispondenti  di  quattro  sistemi  lineari 
proiettivi  (114).  Superficie  Jacobiana  di  quattro  superficie  date;  numero  delle  superficie  di 
uo  fascio  che  toccano  una  curva  fissa  (115).  Luogo  di  un  punto  pel  quale  passano  cinqui- 
superficie  corrispondenti  di  cinque  sistemi  lineari  proiettivi  (116).  Numero  dei  punii  per  cia- 
scuno de' quali  passano  sei  superficie  corrispondenti  di  sei  sistemi  lineari  proiettivi  (117). 

Sistemi  lineari  proiettivi  di  genere  qualunque >  6i 

Ordine  della  superficie  generata  da  m-t-1  sistemi  lineari  proiettivi  di  genere  m  (118).  Ordi- 
ne e  rango  della  curva  generata  da  m  sistemi  lineari  proiettivi  di  genere  m ,  e  della  curva 
generata  da  m-t-2  sistemi  analoghi  di  genere  m  (119,  120,  121).  Numero  dei  punti  ge- 
nerali da  m — 1  sistemi  lineari  proiettivi  di  genere  m  (122).  Numero  dei  punti  generati 
da  m-*-3  sistemi  lineari  proiettivi  di  genere  m  (123). 

Complessi  simmetrici >  ss 

Complesso  simmetrico  di  (m-t-l)*  superficie  d'ordine  n  (124).  Punti  doppi  e  curve  caratte- 
ristiche della  superficie  generala  da  due  fasci  proiettivi  formanti  un  complesso  simmetri- 
co (126).  Punti  doppi  e  curve  caratteristiche  della  superficie  generata  da  tre  reti  proiettive 
formanti  un  complesso  simmetrico  (126).  Superficie  generata  da  un  complesso  non  simme- 
trico di  tre  reti  proiettive  (12T,  128).  Punti  doppi  e  curve  caratteristiche  della  superficie 
generata  da  quattro  sistemi  lineari  proiettivi  di  terzo  genere, formanti  un  complesso  simme- 
trico (1291.  Superficie  generata  da  un  complesso  non  simmetrico  di  tn  sistemi  lineari  pro- 
iettivi di  genere  m  —  1  (130).  Punti  doppi  e  curve  caratteristiche  della  superficie  generata 
da  un  complesso  simmetrico  di  m  sistemi  lineari  proiettivi  di  genere  m  —  1  (131). 
Conclusione »  95 


AVVERTENZA.  I  primi  sei  fogli  di  quest'opuscolo  sono  estratti  dal  t.  6  (pag.  91-136)  delle  Me- 
morie dell'Accademia  di  Bologna  (seconda  serie),  e  vennero  alla  luce  nel  novembre  1866.  I  fogli 
seguenti  sono  estratti  dal  l.  7  (pag.  29-78)  delle  medesime  Memorie,  e  si  sono  pubblicali  nell'  ot- 
tobre 1867. 
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